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Η επανέκδοση του παρόντος 
βιβλίου πραγματοποιήθηκε από 
το Ινστιτούτο Τεχνολογίας
Υπολογιστών & Εκδόσεων 
«Διόφαντος» μέσω ψηφιακής 
μακέτας, η οποία δημιουργήθηκε
με χρηματοδότηση από το ΕΣΠΑ 
/ ΕΠ «Εκπαίδευση & Διά Βίου 
Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

Οι διορθώσεις πραγματοποιή-
θηκαν κατόπιν έγκρισης του Δ.Σ. 
του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής 
Πολιτικής

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚΔΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΕΠΑΝΕΚΔΟΣΗΣ

ΣΤΟΙΧΕΙΑ ΑΡΧΙΚΗΣ ΕΚΔΟΣΗΣ

ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ 
 ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ

ΙΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ

Οι διορθώσεις πραγματοποιήθηκαν κατόπιν έγκρισης 
του Δ.Σ. του Ινστιτούτου Εκπαιδευτικής Πολιτικής

Η επανέκδοση του παρόντος βιβλίου 
πραγματοποιήθηκε από το Ινστιτούτο Τεχνολογίας 
Υπολογιστών & Εκδόσεων «Διόφαντος» μέσω 
ψηφιακής μακέτας, η οποία δημιουργήθηκε με 
χρηματοδότηση από το ΕΣΠΑ / ΕΠ «Εκπαίδευση 
& Διά Βίου Μάθηση» / Πράξη «ΣΤΗΡΙΖΩ».

To πλαίσιο αυξομειώνεται



ΠΡΟΣΑΡΜΟΓΗ ΤΟΥ ΒΙΒΛΙΟΥ  
ΓΙΑ ΜΑΘΗΤΕΣ  

ΜΕ ΜΕΙΩΜΕΝΗ ΟΡΑΣΗ
ΙΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ 

μέγεθος 28΄΄

Η αξιολόγηση, η κρίση
των προσαρμογών και
η επιστημονική επιμέλεια
του προσαρμοσμένου βιβλίου 
πραγματοποιείται από τη Μονάδα 
Ειδικής Aγωγής του Ινστιτούτου 
Εκπαιδευτικής Πολιτικής.

Η προσαρμογή του βιβλίου
για μαθητές με μειωμένη όραση 
από το ΙΤΥΕ – ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ
πραγματοποιείται με βάση τις 
προδιαγραφές που έχουν
αναπτυχθεί από ειδικούς
εμπειρογνώμονες για το ΙΕΠ.



ΜΑΘΗΜΑΤΙΚΑ 
Γ΄ Τάξης

Γενικού Λυκείου
Ομάδας Προσανατολισμού Θετικών 

Σπουδών και Σπουδών Οικονομίας & 
Πληροφορικής

Β´ ΜΈΡΟΣ

Τόμος 3ος

 
Ανδρεαδάκης Στυλιανός

Καθηγητής Πανεπιστημίου Αθηνών
 

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ
ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ  
ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ «ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ 
ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ 
ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ 

«ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»



ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ
ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ  
ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ «ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»

ΥΠΟΥΡΓΕΙΟ ΠΑΙΔΕΙΑΣ, ΕΡΕΥΝΑΣ 
ΚΑΙ ΘΡΗΣΚΕΥΜΑΤΩΝ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΕΚΠΑΙΔΕΥΤΙΚΗΣ 
ΠΟΛΙΤΙΚΗΣ

ΙΝΣΤΙΤΟΥΤΟ ΤΕΧΝΟΛΟΓΙΑΣ 
ΥΠΟΛΟΓΙΣΤΩΝ ΚΑΙ ΕΚΔΟΣΕΩΝ 

«ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ»

Κατσαργύρης Βασίλειος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης

Μέτης Στέφανος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης

Μπρουχούτας Κων/νος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης 

Παπασταυρίδης Σταύρος
Καθηγητής Πανεπιστημίου Αθηνών 

Πολύζος Γεώργιος
Καθηγητής Β/θμιας εκπαίδευσης

Η συγγραφή και η επιστημονική 
επιμέλεια του βιβλίου πραγματοποι-
ήθηκε υπό την αιγίδα του Παιδαγω-

γικού Ινστιτούτου





2.1	 Η ΕΝΝΟΙΑ ΤΗΣ 
	 ΠΑΡΑΓΩΓΟΥ

Στιγμιαία ταχύτητα
Ας θεωρήσουμε ένα σώμα που κι-
νείται κατά μήκος ενός άξονα και ας 
υποθέσουμε ότι S = S(t) είναι η τε-
τμημένη του σώματος αυτού τη χρο-
νική στιγμή t.

2ΔΙΑΦΟΡΙΚΟΣ ΛΟΓΙΣΜΟΣ
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Α

S(t)
x = S(t)

Μ
1

O S(   )0t 
M0

H συνάρτηση S καθορίζει τη θέση
του σώματος τη χρονική στιγμή t 
και ονομάζεται συνάρτηση θέσης 
του κινητού.
Ας υποθέσουμε, τώρα, ότι κάποια 
χρονική στιγμή t0 το κινητό βρίσκε-
ται στη θέση Μ0 και ότι μετά από 
παρέλευση χρόνου h, δηλαδή τη 
χρονική στιγμή t = t0 + h, βρίσκεται 
στη θέση Μ. (Σχ. 1). Στο χρονικό δι-
άστημα από t0 έως t η μετατόπιση 
του κινητού είναι ίση με S(t) - S(t0). 
Άρα, η μέση ταχύτητα του κινητού 
σ’ αυτό το χρονικό διάστημα είναι

6 / 91



Όσο το t είναι πλησιέστερα στο t0, 
τόσο η μέση ταχύτητα του κινητού 
δίνει με καλύτερη προσέγγιση το 
ρυθμό αλλαγής της θέσης του κινη-
τού κοντά στο t0. Για το λόγο αυτό 
το όριο της μέσης ταχύτητας, κα-
θώς το t τείνει στο t0, το ονομάζουμε 
στιγμιαία ταχύτητα του κινητού τη 
χρονική στιγμή t0 και τη συμβολί-
ζουμε με υ(t0). Δηλαδή:

0

0

S(t) S(t ) μετατόπιση .
t t χρόνος

−
=

−

0
0 t t0 0

S(t) S(t )
υ(t ) lim .

t t→

−
=

−
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Για παράδειγμα, αν S(t) = - t2 + 4t 
είναι η συνάρτηση θέσης ενός κινη-
τού (Σχ.2β),  

t = 4

Ο

Ο

4
x

2 4

t = 0
t = 2

x = S(t)

t
x = S(t)

(α)

(β)

21 3 4

2
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τότε η στιγμιαία ταχύτητα του κινη-
τού κατά τις χρονικές στιγμές t1 = 1, 
t2 = 2 και t3 = 3 είναι αντιστοίχως:

●  
2S(t) S(1) t 4t 3 (t 1)(t 3)υ(1) lim lim lim 2

t 1 t 1 t 1t 1→ t 1→ t 1→

− − + − − − −
= = = =

− − −
2S(t) S(1) t 4t 3 (t 1)(t 3)υ(1) lim lim lim 2

t 1 t 1 t 1t 1→ t 1→ t 1→

− − + − − − −
= = = =

− − −

●  
2S(t) S(2) t 4t 4 (t 2)(t 2)υ(2) lim lim lim 0

t 2 t 2 t 2t 2→ t 2→ t 2→

− − + − − − −
= = = =

− − −
2S(t) S(2) t 4t 4 (t 2)(t 2)υ(2) lim lim lim 0

t 2 t 2 t 2t 2→ t 2→ t 2→

− − + − − − −
= = = =

− − −
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●  
2S(t) S(3) t 4t 3 (t 1)(t 3)υ(3) lim lim lim 2.

t 3 t 3 t 3t 3→ t 3→t 3→

− − + − − − −
= = = = −

− − −
 

2S(t) S(3) t 4t 3 (t 1)(t 3)υ(3) lim lim lim 2.
t 3 t 3 t 3t 3→ t 3→t 3→

− − + − − − −
= = = = −

− − −
2S(t) S(3) t 4t 3 (t 1)(t 3)υ(3) lim lim lim 2.

t 3 t 3 t 3t 3→ t 3→t 3→

− − + − − − −
= = = = −

− − −

ΣΧΟΛΙΟ

Όταν ένα κινητό κινείται προς 
τα δεξιά, τότε κοντά στο t0 ισχύει
S t S t

t t
( ) ( )−

−
>0

0
0, οπότε είναι 0υ(t ) 0,≥  

ενώ, όταν το κινητό κινείται προς 
τα αριστερά κοντά στο t0 ισχύει 
S t S t

t t
( ) ( )−

−
<0

0
0, οπότε είναι 0υ(t ) 0≤ .

10 / 92



Πρόβλημα εφαπτομένης
Είναι γνωστό από την Ευκλείδεια 
Γεωμετρία ότι εφαπτομένη ενός κύ-
κλου σε ένα σημείο του Α ονομά-
ζουμε την ευθεία η οποία έχει με τον 
κύκλο ένα μόνο κοινό σημείο, το Α. 
Ο ορισμός αυτός δεν μπορεί να γε-
νικευτεί για οποιαδήποτε καμπύλη, 
γιατί, με έναν τέτοιο ορισμό η παρα-
βολή y = x2 θα είχε στο σημείο Α(1, 1) 
δύο εφαπτόμενες ε και ζ (Σχ. 4α), ενώ 
η y = x3 δεν θα είχε στο σημείο Α(1,1) 
καμία εφαπτομένη (Σχ. 4β). 

Α

ε

3

Ο
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y

Ο

ζε (α)

(β)

Α(1,1)

x

4

5

2y x=

3y x=

y

Ο
x

Α(1,1)

Ο

Α Μ

Μ
Μ

εφαπτομένη
στο Α
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Επομένως, πρέπει να αναζητήσουμε 
έναν άλλον ορισμό της εφαπτομένης 
του κύκλου, ο οποίος να μπορεί να 
γενικευτεί για όλες τις καμπύλες. 

Θεωρούμε, λοιπόν, ένα άλλο ση-
μείο Μ του κύκλου (Σχ. 5). Τα σημεία 
Α, Μ ορίζουν μια τέμνουσα του κύ-
κλου, την ευθεία ΑΜ. Καθώς το ση-
μείο Μ, κινούμενο πάνω στον κύκλο 
πλησιάζει στο Α, η τέμνουσα ΑΜ 
φαίνεται να έχει ως “οριακή θέση” 
την εφαπτομένη του κύκλου στο Α.

y

Ο

ζε (α)

(β)

Α(1,1)

x

4

5

2y x=

3y x=

y

Ο
x

Α(1,1)

Ο

Α Μ

Μ
Μ

εφαπτομένη
στο Α
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Τη διαπίστωση αυτή θα δούμε, τώρα, 
πως μπορούμε να την αξιοποιήσου-
με για να ορίσουμε την εφαπτομένη 
της γραφικής παράστασης μιας συ-
νάρτησης σε ένα σημείο της. 

● Έστω f μία συνάρτηση και 
Α(x0, f(x0)) ένα σημείο της γραφικής 
της παράστασης.

6
y

Ο x

M(x,f(x))

x

ε
Μ

0x

fC 00Α(x  ,f(x  ))

(α)

y

Ο x x

M(x,f(x))

0x

fC
ε

00Α(x  ,f(x  ))

(β)

Μ
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6
y

Ο x

M(x,f(x))

x

ε
Μ

0x

fC 00Α(x  ,f(x  ))

(α)

y

Ο x x

M(x,f(x))

0x

fC
ε

00Α(x  ,f(x  ))

(β)

Μ

Αν πάρουμε ένα ακόμη σημείο 
Μ(x, f(x)), 0x x≠ , της γραφικής πα-
ράστασης της f και την ευθεία ΑΜ 
που ορίζουν τα σημεία Α και M, πα-
ρατηρούμε ότι:
Καθώς το x τείνει στο x0 με x > x0, 
η τέμνουσα ΑΜ φαίνεται να παίρνει 
μια οριακή θέση ε (Σχ. 6α). Την ίδια 
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οριακή θέση φαίνεται να παίρνει 
και όταν το x τείνει στο x0 με x < x0 
(Σχ. 6β). Την οριακή θέση της ΑΜ θα 
μπορούσαμε να την ονομάσουμε 
εφαπτομένη της γραφικής παρά-
στασης της f στο Α. Επειδή η κλί-
ση της τέμνουσας ΑΜ είναι ίση με 
f x f x

x x
( ) ( )−

−
0

0
, είναι λογικό να αναμέ-

νουμε ότι η εφαπτομένη της Cf στο 
σημείο Α(x0, f(x0)) θα έχει κλίση το                                                               

lim
( ) ( )f x f x

x x
−
−

0

0x x0→
.

Έτσι δίνουμε τον παρακάτω ορισμό.
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ΟΡΙΣΜΟΣ

Έστω f μια συνάρτηση και 
Α(x0, f(x0)) ένα σημείο της Cf. 

Αν υπάρχει το lim
( ) ( )f x f x

x x
−
−

0

0x x0→
 

και είναι ένας πραγματικός αριθ-
μός λ, τότε ορίζουμε ως εφαπτο-
μένη της Cf στο σημείο της Α, την 
ευθεία ε που διέρχεται από το Α 
και έχει συντελεστή διεύθυνσης λ.

Επομένως, η εξίσωση της εφαπτο-
μένης στο σημείο Α(x0, f(x0)) είναι

y - f(x0) = λ(x - x0),
όπου 

        0

0

f(x) f(x )
λ lim

x x
−

=
−x x0→

.

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση 
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f(x) = x2 και το σημείο της Α(1,1). 
Επειδή

= + =
→

lim( )
x

x
1

1 2,
                                              

ορίζεται εφαπτομένη της Cf στο ση-
μείο της Α(1,1). Η εφαπτομένη αυτή 
έχει συντελεστή διεύθυνσης λ = 2 
και εξίσωση y - 1 = 2(x - 1).

7y

Ο x

A(1,1)
2y x=

2f(x) f(1) x 1
lim lim

x 1 x 1x 1→ x 1→

− −
= =

− −
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Ορισμός παραγώγου συνάρτη-
σης σε σημείο
Στα προηγούμενα, οι ορισμοί της 
στιγμιαίας ταχύτητας ενός κινητού 
και της εφαπτομένης σε σημείο μιας 
καμπύλης μας οδήγησαν σε ένα 
όριο της μορφής
                                                               

lim                    .
( ) ( )f x f x

x x
−
−

0

0x x0→

Για την ιδιαίτερη περίπτωση που το 
παραπάνω όριο υπάρχει και είναι 
πραγματικός αριθμός, δίνουμε τον 
ακόλουθο ορισμό:
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ΟΡΙΣΜΟΣ 

Μια συνάρτηση f λέμε ότι είναι 
παραγωγίσιμη σ’ ένα σημείο 
x0 του πεδίου ορισμού της, αν 
υπάρχει το

lim                    .
( ) ( )f x f x

x x
−
−

0

0x x0→

και είναι πραγματικός αριθμός.
Το όριο αυτό ονομάζεται παρά-
γωγος της f στο x0 και συμβολί-
ζεται με f′(x0). Δηλαδή:

′′ =
−
−

f x
f x f x

x x
( ) lim                    .

( ) ( )
0

0

0x x0→

Για παράδειγμα, αν  f(x) = x2 + 1, 
τότε στο x0 = 1 έχουμε
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lim
( ) ( )

lim lim
( )( )

lim
f x f

x
x
x

x x
x

−
−

=
−

−
=

− +
−

=
x→1 x→1 x→1 x→1

21
1

1
1

1 1
1

1 2( )x + =

lim
( ) ( )

lim lim
( )( )

lim
f x f

x
x
x

x x
x

−
−

=
−

−
=

− +
−

=
x→1 x→1 x→1 x→1

21
1

1
1

1 1
1

1 2( )x + =

Επομένως, f′(1) = 2. 

Αν, τώρα, στην ισότητα

′′ =
−
−

f x
f x f x

x x
( ) lim

( ) ( )
0

0

0x x0→
 θέσουμε 

x = x0 + h, τότε έχουμε
 

′′ =
+ −

→
f (x )

f(x h) f(x )
h0 h

0 0lim                          .
0
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Πολλές φορές το h = x - x0 συμβολί-
ζεται με Δx, ενώ το  f(x0 + h) - f(x0) = 
=  f(x0 + Δx) - f(x0) συμβολίζεται με 
Δ f(x0), οπότε ο παραπάνω τύπος 
γράφεται:

0
0 Δx 0

Δf(x )
f (x ) lim              .    

Δx→
′ =

Η τελευταία ισότητα οδήγησε το 
Leibniz να συμβολίσει την παράγωγο 

στο x0 με 
df x

dx
( )0  ή df x

dx x x
( )

= 0| .  

Ο συμβολισμός f′(x0) είναι μετα-
γενέστερος και οφείλεται στον 
Lagrange. Είναι φανερό ότι, αν το 
x0 είναι εσωτερικό σημείο ενός δια-
στήματος του πεδίου ορισμού της f, 
τότε: 

22 / 95



Η f είναι παραγωγίσιμη στο x0, αν 
και μόνο αν υπάρχουν στο c ∈∈R τα 
όρια

lim                    ,( ) ( )f x f x
x x−

−
−

0

0x x0→   
lim

( ) ( )f x f x
x x+

−
−

0

0x x0→  
και είναι ίσα.

Για παράδειγμα,

— η συνάρτηση f x
x x

x x
( )

,

,
=

− <

≥







2

2
0

0
  

είναι παραγωγίσιμη στο 0 με f′(0) = 0, 
αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ − →

−
−

=
− −

=
0 0

20
0

0 0

και
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lim
( ) ( )

lim
x x

f x f
x

x
x→ + →

−
−

=
−

=
0 0

20
0

0
0,

                                                                               
8

9

2y x=

−x2y=

x3y =

y=5x

y

Ο x

y

Ο x

ενώ

— η συνάρτηση f x x x
x x

( ) ,
,

= <
≥







3 0
5 0

  

δεν είναι παραγωγίσιμη στο 0, αφού

lim
( ) ( )

lim
x x

f x f
x

x
x→ − →

−
−

=
−

=
0 0

30
0

0
0
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και
lim

( ) ( )
lim

x x
f x f

x
x
x→ + →

−
−

=
−

=
0 0

0
0

5 0
5.

8

9

2y x=

−x2y=

x3y =

y=5x

y

Ο x

y

Ο x

ΣΧΟΛΙΑ

Σύμφωνα με τον παραπάνω ορισμό:

● Η στιγμιαία ταχύτητα ενός κινη-
τού, τη χρονική στιγμή t0, είναι η 
παράγωγος της συνάρτησης θέσης 
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x = S(t) τη χρονική στιγμή t0. Δηλαδή, 
είναι

υ(t0) = S′(t0).

● Ο συντελεστής διεύθυνσης της 
εφαπτομένης ε της Cf μιας παραγω-
γίσιμης συνάρτησης f, στο σημείο 
Α(x0, f(x0)) είναι η παράγωγος της f 
στο x0. Δηλαδή, είναι

λ = f′(x0),

οπότε η εξίσωση της εφαπτομένης ε 
είναι:

y - f(x0) = f′(x0)(x - x0)

Την κλίση f′(x0) της εφαπτομένης ε 
στο Α(x0, f(x0)) θα τη λέμε και κλίση 
της Cf στο Α ή κλίση της f στο x0.
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Κατακόρυφη εφαπτομένη
● Ας δούμε, τώρα, αν μπορούμε να 
ορίσουμε εφαπτομένη της γραφικής 
παράστασης μιας συνεχούς συνάρ-
τησης f σ’ ένα σημείο της Α(x0, f(x0)), 
όταν η f δεν είναι παραγωγίσιμη στο 
x0. 

— Έστω για παράδειγμα η συνάρτηση 
f x x( ) =  (Σχ. 10). 

10

11

y

Ο x

M(x,f(x))

+

+−

y x=

y

xΟ

M(x,f(x)) M(x,f(x))
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Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής 
στο 0, αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη 
σ’ αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim lim               .f x f
x

x
x x

−
−

= = = + ∞
x→0 x→0 x→0

0
0

1

lim ( ) ( ) lim lim               .f x f
x

x
x x

−
−

= = = + ∞
x→0 x→0 x→0

0
0

1

Παρατηρούμε όμως ότι, αν 
Μ(x, f(x)), x 0≠ , είναι ένα σημείο της 
Cf, τότε, καθώς το x τείνει στο 0, η 
τέμνουσα ΟΜ φαίνεται να παίρνει 
ως οριακή θέση την κατακόρυφη ευ-
θεία που περνάει από το Ο, δηλαδή 
τείνει να συμπέσει με τον άξονα y′y. 
Στην περίπτωση αυτή ως εφαπτο-
μένη της γραφικής παράστασης της 
f στο Ο(0,0) ορίζουμε την κατακόρυ-
φη ευθεία x = 0. 
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— Έστω τώρα και η συνάρτηση 

f x x( ) | |= .  (Σχ. 11)

10

11

y

Ο x

M(x,f(x))

+

+−

y x=

y

xΟ

M(x,f(x)) M(x,f(x))

Η συνάρτηση αυτή είναι συνεχής 
στο 0, αλλά δεν είναι παραγωγίσιμη 
σ’ αυτό, αφού

lim ( ) ( ) lim limf x f
x

x
x x

−
−

=
−

=
−

−
= − ∞

x→ −0 x→ −0 x→ −0

0
0

1
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lim ( ) ( ) lim limf x f
x

x
x x

−
−

=
−

=
−

−
= − ∞

x→ −0 x→ −0 x→ −0

0
0

1

και

lim ( ) ( ) lim limf x f
x

x
x x

−
−

= = = +∞ .
x→ +0 x→ +0 x→ +0

0
0

1

lim ( ) ( ) lim limf x f
x

x
x x

−
−

= = = +∞ .
x→ +0 x→ +0 x→ +0

0
0

1

Παρατηρούμε όμως και εδώ ότι, αν 
Μ(x, f(x)), x 0≠ , είναι ένα σημείο της 
Cf, τότε, καθώς το x τείνει στο 0, 
η τέμνουσα ΟΜ τείνει να συμπέσει 
με τον άξονα y′y. Στην περίπτω-
ση αυτή ως εφαπτομένη της Cf στο 
Ο(0, 0) ορίζουμε την κατακόρυφη 
ευθεία x = 0.
Γενικά:
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ΟΡΙΣΜΟΣ

Αν μια συνάρτηση f είναι συνεχής 
στο x0 και ισχύει μια από τις πα-
ρακάτω συνθήκες:

α) lim
( ) ( )f x f x

x x
−
−

= + ∞0

0x x0→
 (ή − ∞) 

β) lim
( ) ( )f x f x

x x−

−
−

= +∞0

0x x0→
 και 

lim
( ) ( )f x f x

x x+

−
−

= −∞0

0x x0→
,

γ) lim
( ) ( )f x f x

x x
−
−

= −∞0

0−x x0→
 και 

lim
( ) ( )f x f x

x x+

−
−

= +∞0

0x x0→
,
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τότε ορίζουμε ως εφαπτομένη 
της Cf στο σημείο Α(x0, f(x0)) την 
κατακόρυφη ευθεία x = x0.

Για παράδειγμα, η γραφική παρά-
σταση της συνάρτησης

f x
x x

x x
( )

,
,

=
− − <

≥







0
0

     (Σχ. 12)

δέχεται στο σημείο της Ο(0,0) κα-
τακόρυφη εφαπτομένη, την x = 0, 
αφού είναι συνεχής στο 0 και ισχύει

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ − → − → −

−
−

=
− −

=
−

= + ∞
0 0 0

0
0

1

lim ( ) ( ) lim lim
x x x

f x f
x

x
x x→ − → − → −

−
−

=
− −

=
−

= + ∞
0 0 0

0
0

1
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lim ( ) ( ) lim lim .
x x x

f x f
x

x
x x→ + → + → +

−
−

= = = + ∞
0 0 0

0
0

1

lim ( ) ( ) lim lim .
x x x

f x f
x

x
x x→ + → + → +

−
−

= = = + ∞
0 0 0

0
0

1

12

13

y

Ο

y

Ο x

x

2y x=

y x=

+

+
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● Αν μια συνάρτηση f δεν είναι πα-
ραγωγίσιμη στο x0 και δεν ισχύουν 
οι προϋποθέσεις του παραπάνω 
ορισμού, τότε δεν ορίζουμε εφα-
πτομένη της Cf στο σημείο 
Α(x0, f(x0)). Για παράδειγμα, η γρα-
φική παράσταση της συνάρτησης

f x
x x

x x
( )

,

,
=

<

≥







0

02 ,

δεν έχει εφαπτομένη στο Ο(0,0), 
αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ − →

−
−

= =
0 0

0
0

1,

ενώ

lim ( ) ( ) lim lim
x x

f x f
x

x
x

x
→ + →

−
−

= = =
0 0 x→0

20
0

0.

34 / 98 - 99



12

13

y

Ο

y

Ο x

x

2y x=

y x=

+

+

Παράγωγος και συνέχεια
Έστω η συνάρτηση f x x( ) | |= . 
Η f είναι συνεχής στο x0 = 0, αλλά 
δεν είναι παραγωγίσιμη σ’ αυτό, 
αφού

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ + →

−
−

= =
0 0

0
0

1, ενώ

lim ( ) ( ) lim
x x

f x f
x

x
x→ − →

−
−

=
−

= −
0 0

0
0

1.
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14y

Ο x

Παρατηρούμε, δηλαδή, ότι μια συ-
νάρτηση f μπορεί να είναι συνεχής 
σ’ ένα σημείο x0 χωρίς να είναι πα-
ραγωγίσιμη σ’ αυτό. Αν, όμως, η f 
είναι παραγωγίσιμη στο x0, τότε θα 
είναι και συνεχής στο x0, δηλαδή 
ισχύει το παρακάτω θεώρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν μια συνάρτηση f είναι παρα-
γωγίσιμη σ’ ένα σημείο x0, τότε εί-
ναι και συνεχής στο σημείο αυτό.
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Για 0x x≠  έχουμε

f x f x
f x f x

x x
x x( ) ( )

( ) ( )
( ),− =

−
−

⋅⋅ −0
0

0
0

οπότε

lim [ ( ) ( )] lim ( ) ( ) ( )f x f x f x f x
x x

x x− = =
−
−

⋅⋅ −








0

0

0
0x x0→ x x0→

lim [ ( ) ( )] lim ( ) ( ) ( )f x f x f x f x
x x

x x− = =
−
−

⋅⋅ −








0

0

0
0x x0→ x x0→

= =
−
−

⋅⋅ −lim
( ) ( )

lim ( )
f x f x

x x
x x0

0
0x x0→ x x0→

= ′′ ⋅⋅ =f x( )0 0 0,

αφού η f είναι παραγωγίσιμη στο 
x0. Επομένως, lim ( ) ( )f x f x= 0x x0→

, 
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δηλαδή η f είναι συνεχής στο x0. ■

ΣΧΟΛΙΟ
Αν μια συνάρτηση f δεν είναι συνε-
χής σ’ ένα σημείο x0, τότε, σύμφω-
να με το προηγούμενο θεώρημα, 
δεν μπορεί να είναι παραγωγίσιμη 
στο x0.

ΕΦΑΡΜΟΓΗ
Για ποιες τιμές του α∈R, η συνάρ-
τηση

f(x)
x 0

x

2 2

3
=

+ + <

+ + ≥







x x

x x

α

α

,

1 , 0
 είναι:

i) συνεχής στο x0 = 0; 
ii) παραγωγίσιμη στο x0 = 0;
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ΛΥΣΗ
 i) Η f είναι συνεχής στο x0 = 0, αν 
και μόνο αν

lim ( ) lim ( ) ( )f x f x f= =
x→ −0 x→ +0

0

ή, ισοδύναμα,

2α 1 α 1= ⇔ =  ή α 1= − .

ii) Διακρίνουμε τις εξής περιπτώσεις:

● Αν 1, 1≠ −α , η συνάρτηση f δεν εί-
ναι συνεχής και επομένως δεν είναι 
παραγωγίσιμη.

● Αν α = 1, η συνάρτηση γράφεται

f x
x x x

x x x
( )

,

,
=

+ + <

+ + ≥







2

3
1 0

1 0
.

39 / 100



— Για x < 0, έχουμε
                                                                                  
f x f

x
x x

x
x x

x
x( ) ( ) ( )−

−
=

+ + −
=

+
= +

0
0

1 1 1 1
2

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2
,

οπότε
                                                                          

+ =lim ( ) ( ) lim ( )
x x

f x f
x

x
→ − →

−
−

=
0 0

0
0

1 1. 

— Για x > 0 έχουμε
                                                                                    
f x f

x
x x

x
x x

x
x( ) ( ) ( )−

−
=

+ + −
=

+
= +

0
0

1 1 1 1
3 2

2

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

3 2
2 ,

οπότε
lim ( ) ( ) lim ( )

x x
f x f

x
x

→ + →

−
−

= + =
0 0

20
0

1 1.
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Άρα

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )f x f
x

f x f
x

−
−

=
−
−x→ −0 x→ +0

0
0

0
0

και επομένως, για α = 1 η f είναι πα-
ραγωγίσιμη στο x0 = 0.

● Αν α = - 1, η συνάρτηση γράφεται

f x
x x x

x x x
( )

,

,
=

+ + <

− + ≥







2

3
1 0

1 0
— Για x < 0, έχουμε

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
+ + −

=
+

= +
0

0
1 1 1 1

2
,

οπότε
lim ( ) ( ) lim ( )

x x
f x f

x
x

→ − →

−
−

= + =
0 0

0
0

1 1.
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— Για x > 0 έχουμε
                                                                                    
f x f

x
x x

x
x x

x
x( ) ( ) ( )−

−
=

− + −
=

−
= −

0
0

1 1 1 1
3 2

2

f x f
x

x x
x

x x
x

x( ) ( ) ( )−
−

=
− + −

=
−

= −
0

0
1 1 1 1

3 2
2 ,

οπότε

lim ( ) ( ) lim ( )
x x

f x f
x

x
→ + →

−
−

= − = −
0 0

20
0

1 1.

Άρα

lim ( ) ( ) lim ( ) ( )f x f
x

f x f
x

−
−

≠
−
−x→ −0 x→ +0

0
0

0
0

και επομένως, για α = - 1 η f δεν εί-
ναι παραγωγίσιμη στο x0 = 0.
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  Να βρείτε την παράγωγο της 

συνάρτησης f στο σημείο x0, 
όταν

i) 2f(x) x 1,= +  0x 0=  

ii) 2
1f(x) ,

x
=  0x 1=  

iii) 2f(x) ημ x,=  0x 0.=  

2.  �Να βρείτε (αν υπάρχει) την πα-
ράγωγο της συνάρτησης f στο 
σημείο x0, όταν 

i) f(x) x | x |,=      0x 0=

ii) f(x) | x 1|,= −      0x 1=

iii) 2f(x) | x 3x |,= −      0x 1=  

iv)
2x x 1 , x 0f(x)

x 1 , x 0
 + + <= 

+ ≥
, 0x 0.=

i) f(x) x | x |,=      0x 0=

ii) f(x) | x 1|,= −      0x 1=

iii) 2f(x) | x 3x |,= −      0x 1=  

iv)
2x x 1 , x 0f(x)

x 1 , x 0
 + + <= 

+ ≥
, 0x 0.=
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i) f(x) x | x |,=      0x 0=

ii) f(x) | x 1|,= −      0x 1=

iii) 2f(x) | x 3x |,= −      0x 1=  

iv)
2x x 1 , x 0f(x)

x 1 , x 0
 + + <= 

+ ≥
, 0x 0.=

i) f(x) x | x |,=      0x 0=

ii) f(x) | x 1|,= −      0x 1=

iii) 2f(x) | x 3x |,= −      0x 1=  

iv)
2x x 1 , x 0f(x)

x 1 , x 0
 + + <= 

+ ≥
, 0x 0.=

3.  �Αν η συνάρτηση f είναι συνε-
χής στο 0, να αποδείξετε ότι 
η συνάρτηση g(x) = xf(x) είναι 
παραγωγίσιμη στο 0.

4.  �Αφού μελετήσετε ως προς τη 
συνέχεια στο x0 τις παρακάτω 
συναρτήσεις, να εξετάσετε αν 
είναι παραγωγίσιμες στο ση-
μείο αυτό.
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i) 
2

3
x 1 , x 0

f(x) ,
x , x 0

 + <= 
≥

 

αν 0x 0=

ii) f(x) | x 1| 1,= − +  αν 0x 1.=   

5.  �Να βρείτε την εξίσωση της 
εφαπτομένης της Cf (αν ορί-
ζεται) στο Α(x0, f(x0)) για κάθε 
μία από τις συναρτήσεις των 
ασκήσεων 1 και 2.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Να βρείτε την παράγωγο της συ-

νάρτησης f(x) 2 x xημ | x |= − +  
στο σημείο x0 = 0.
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2.  �Αν για μία συνάρτηση f ισχύει  
f(1 + h) = 2 + 3h + 3h2 + h3, για 
κάθε h ∈R, να αποδείξετε ότι:
i)  f(1) = 2			  ii)  f′(1) = 3.

3.  �Αν 
1 , x 0f(x) 1 x

ημx 1 , x 0

 <= −
 + ≥

 , να 

αποδείξετε ότι ορίζεται εφα-
πτομένη της γραφικής παρά-
στασης στο σημείο Α(0,1) και 
σχηματίζει με τον άξονα των x 
γωνία π

4
.
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4.  �Να βρείτε την παράγωγο της 
συνάρτησης 

1 συνx , x 0f(x) x
0 , x 0

− ≠= 
 =

 

στο x0 = 0.

5.  �Αν x f x x x+ ≤ ≤ ++ +1 12( ) , για 
κάθε x ∈R, να αποδείξετε ότι:

i)  f(0) = 1

ii) 1 0 1≥
−

≥ +
f x f

x
x( ) ( ) , για x < 0 

και 
1 0 1≤

−
≤ +

f x f
x

x( ) ( ) , για x > 0

iii) f′(0) = 1.
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6.  �Αν μια συνάρτηση f είναι συ-
νεχής στο σημείο x0 = 0 και για 
κάθε x ∈R ισχύει:

2 4 2 4ημ x x xf(x) ημ x x− ≤ ≤ +

να αποδείξετε ότι

i)  f(0) = 0		  ii)  f′(0) = 1.

7.  Aν η συνάρτηση f είναι συνε-

χής στο 0 και lim ( )
x

f x
x→

=
0

4, να 

αποδείξετε ότι:
i)  f(0) = 0 		   ii)  f′(0) = 4.

8.  �Να αποδείξετε ότι, αν μια συ-
νάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 
στο x0, τότε
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 i) lim
( ) ( )

( )
h

f x h f x
h

f x
→

− −
= − ′′

0
0 0

0

ii) lim
( ) ( )

( ).
h

f x h f x h
h

f x
→

+ − −
= ′′

0
0 0

02

lim
( ) ( )

( ).
h

f x h f x h
h

f x
→

+ − −
= ′′

0
0 0

02

9.  �Στο παρακάτω σχήμα δίνονται 
οι γραφικές παραστάσεις των 
συναρτήσεων θέσεως τριών 
κινητών που κινήθηκαν πάνω 
στον άξονα x′x στο χρονικό δι-
άστημα από 0 sec έως 8 sec. 
Να βρείτε:

2
Ο

4 8
5 6 7

x S(t)= κινητό Γ

κινητό Α

κινητό Β

t(sec)
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i)  Ποιο κινητό ξεκίνησε από 
     την αρχή του άξονα κίνησης;

 ii)  Ποιο κινητό κινήθηκε μόνο 
      προς τα δεξιά;
iii)  �Ποιο κινητό άλλαξε φορά 

κίνησης τη χρονική στιγμή 
t = 2 sec, ποιο τη χρονική 
στιγμή t = 4 sec και ποιο τη 
χρονική στιγμή t = 5 sec;

iv)  �Ποιο κινητό κινήθηκε προς 
τα αριστερά σε όλο το χρο-
νικό διάστημα από 0 sec 
έως 4 sec;

 v)  Ποιο κινητό τερμάτισε πιο 
      κοντά στην αρχή του άξονα 
      κίνησης;
vi)  Ποιο κινητό διάνυσε το με- 
      γαλύτερο διάστημα;
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2.2	 ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΙΜΕΣ 					  
	 ΣΥΝΑΡΤΗΣΕΙΣ -
	 ΠΑΡΑΓΩΓΟΣ ΣΥΝΑΡΤΗΣΗ

● Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο 
ορισμού ένα σύνολο Α. Θα λέμε ότι:

— H  f είναι παραγωγίσιμη στο Α 
ή, απλά, παραγωγίσιμη, όταν εί-
ναι παραγωγίσιμη σε κάθε σημείο 
x A0 ∈ .

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα 
ανοικτό διάστημα (α, β) του πεδί-
ου ορισμού της, όταν είναι παραγω-
γίσιμη σε κάθε σημείο 0x (α,β)∈ .

— Η f είναι παραγωγίσιμη σε ένα 
κλειστό διάστημα [α, β] του πεδί-
ου ορισμού της, όταν είναι 
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παραγωγίσιμη στο (α, β) και επιπλέ-
ον ισχύει

x α

f(x) f(α)lim
x α+→

−
∈

−
R  και 

x β

f(x) f(β)lim
x β−→

−
∈

−
R.

● Έστω f μια συνάρτηση με πεδίο 
ορισμού Α και Α1 το σύνολο των 
σημείων του Α στα οποία αυτή εί-
ναι παραγωγίσιμη. Αντιστοιχίζοντας 
κάθε x A∈ 1 στο f′(x), ορίζουμε τη 
συνάρτηση 

′′ →
→ ′′

f A R
x f x

:
( ),

1

η οποία ονομάζεται πρώτη παρά-
γωγος της f ή απλά παράγωγος 
της f. H πρώτη παράγωγος της f 
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συμβολίζεται και με df
dx

 που διαβά-
ζεται “ντε εφ προς ντε χι”. Για πρα-
κτικούς λόγους την παράγωγο συ-
νάρτηση y = f′(x) θα τη συμβολίζου-
με και με y = (f(x))′.

Αν υποθέσουμε ότι το Α1 είναι διά-
στημα ή ένωση διαστημάτων, τότε 
η παράγωγος της f′, αν υπάρχει, λέ-
γεται δεύτερη παράγωγος της f και 
συμβολίζεται με f′′.
Επαγωγικά ορίζεται η νιοστή παρά-
γωγος της f, με ν 3≥ , και συμβολίζε-
ται με f (ν). Δηλαδή

f (ν) = [ f (ν-1)]′, ν 3≥ .

Η εύρεση της παραγώγου συνάρ-
τησης, με βάση τον ορισμό που 
δώσαμε, δεν είναι πάντα εύκολη. 
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Στη συνέχεια θα δούμε μερικές βα-
σικές περιπτώσεις παραγώγισης 
συναρτήσεων, που θα τις χρησιμο-
ποιούμε στην εύρεση παραγώγου 
συναρτήσεων (αντί να χρησιμοποι-
ούμε τον ορισμό κάθε φορά). 

Παράγωγος μερικών βασικών 
συναρτήσεων
● Έστω η σταθερή συνάρτηση 
f(x) = c, c ∈∈R. Η συνάρτηση f είναι 
παραγωγίσιμη στο c ∈∈R και ισχύει 
f′(x) = 0, δηλαδή

(c)′ = 0

Πράγματι, αν x0 είναι ένα σημείο 
του c ∈∈R, τότε για 0x x≠  ισχύει:

f x f x
x x

c c
x x

( ) ( )−
−

=
−

−
==0

0 0
0 .
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Επομένως,
lim ( ) ( )f x f x

x x
−
−

=0

0
0

x x0→
,

δηλαδή (c)′ = 0. ■

● Έστω η συνάρτηση f(x) = x. Η συ-
νάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  

c ∈∈R και ισχύει f′(x) = 1, δηλαδή

(x)′ = 1

Πράγματι, αν x0 είναι ένα σημείο 
του c ∈∈R, τότε για 0x x≠  ισχύει:

f x f x
x x

x x
x x

( ) ( )−
−

=
−
−

=0

0

0

0
1.

Επομένως,

lim
( ) ( )

lim
f x f x

x x
−
−

= =0

0
1 1

x x0→ x x0→
,
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δηλαδή (x)′ = 1.	 ■

● Έστω η συνάρτηση f(x) = xν, 
ν {0,1}∈ −N . Η συνάρτηση f είναι 
παραγωγίσιμη στο c ∈∈R και ισχύει  
f′(x) = νxν-1, δηλαδή 

(xν)′ = νxν-1

Πράγματι, αν x0 είναι ένα σημείο 
του c ∈∈R, τότε για 0x x≠  ισχύει:

ν ν ν 1 ν 2 ν 1
ν 1 ν 2 ν 10 0 0 0 0

0 0
0 0 0

f(x) f(x ) x x (x x )(x x x x ) x x x x     ,
x x x x x x

− − −
− − −− − − + + +

= = = + + +
− − −

� �

ν ν ν 1 ν 2 ν 1
ν 1 ν 2 ν 10 0 0 0 0

0 0
0 0 0

f(x) f(x ) x x (x x )(x x x x ) x x x x     ,
x x x x x x

− − −
− − −− − − + + +

= = = + + +
− − −

� �

ν ν ν 1 ν 2 ν 1
ν 1 ν 2 ν 10 0 0 0 0

0 0
0 0 0

f(x) f(x ) x x (x x )(x x x x ) x x x x     ,
x x x x x x

− − −
− − −− − − + + +

= = = + + +
− − −

� �
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οπότε

ν 1 ν 2 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 10
0 0 0 0 0 0

0

f(x) f(x )
lim lim (x x x x ) x x x νx     ,

x x
− − − − − − −−

= + + + = + + + =
−

� �
x x0→ x x0→

ν 1 ν 2 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 10
0 0 0 0 0 0

0

f(x) f(x )
lim lim (x x x x ) x x x νx     ,

x x
− − − − − − −−

= + + + = + + + =
−

� �
x x0→ x x0→

ν 1 ν 2 ν 1 ν 1 ν 1 ν 1 ν 10
0 0 0 0 0 0

0

f(x) f(x )
lim lim (x x x x ) x x x νx     ,

x x
− − − − − − −−

= + + + = + + + =
−

� �
x x0→ x x0→

δηλαδή (xν)′ = νxν-1. ■

● Έστω η συνάρτηση f x x( ) == . Η 
συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 
στο ( , )0 + ∞  και ισχύει ′′ =f x

x
( ) 1

2
, δη-

λαδή

x
x

( )′′ =
1

2  
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Πράγματι, αν x0 είναι ένα σημείο 
του ( , )0 + ∞ , τότε για 0x x≠  ισχύει:

f x f x
x x

x x
x x

x x x x

x x x x
x x

x x
( ) ( )

( ) (
−
−

=
−

−
=

−( ) +( )
− +( ) =

−

−
0

0

0

0

0 0

0 0

0

0)) x x x x+( ) =                     ,
+0 0

1

f x f x
x x

x x
x x

x x x x

x x x x
x x

x x
( ) ( )

( ) (
−
−

=
−

−
=

−( ) +( )
− +( ) =

−

−
0

0

0

0

0 0

0 0

0

0)) x x x x+( ) =                     ,
+0 0

1

f x f x
x x

x x
x x

x x x x

x x x x
x x

x x
( ) ( )

( ) (
−
−

=
−

−
=

−( ) +( )
− +( ) =

−

−
0

0

0

0

0 0

0 0

0

0)) x x x x+( ) =                     ,
+0 0

1

οπότε

 
lim ( ) ( ) limf x f x

x x x x x
−
−

=
+

=0

0 0 0

1 1
2x x0→ x x0→
                                      

lim ( ) ( ) limf x f x
x x x x x

−
−

=
+

=0

0 0 0

1 1
2x x0→ x x0→

 
,
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δηλαδή x
x

( )′′ =
1

2
.

Όπως είδαμε στην παράγραφο 3.1 
η f(x) x=  δεν είναι παραγωγίσιμη 
στο 0. ■

● Έστω συνάρτηση f(x) = ημx. Η συ-
νάρτηση f είναι παραγωγίσιμη στο  

c ∈∈R και ισχύει f′(x) = συνx, δηλαδή

(ημx)′ = συνx

Πράγματι, για κάθε x ∈R και h 0≠  
ισχύει 

f(x h) f(x) ημ(x h) ημx ημx συνh συνx ημh ημx
h h h

+ − + − ⋅ + ⋅ −
= =                                                       =

f(x h) f(x) ημ(x h) ημx ημx συνh συνx ημh ημx
h h h

+ − + − ⋅ + ⋅ −
= =                                                       =
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(συνh 1) ημhημx συνx
h h

−
= ⋅ + ⋅         .

Επειδή 

h 0
ημhlim 1

h→
=   και  

h 0
συνh 1lim 0

h→

−
= , 

έχουμε
 

h 0
f(x h) f(x)lim ημx 0 συνx 1 συνx.

h→

+ −
= ⋅ + ⋅ =

h 0
f(x h) f(x)lim ημx 0 συνx 1 συνx.

h→

+ −
= ⋅ + ⋅ =

Δηλαδή, (ημx)′ = συνx. ■

● Έστω η συνάρτηση f(x) = συνx. 
Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 
στο c ∈∈R και ισχύει f′(x) = - ημx, δηλαδή
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(συνx)′ = - ημx

Πράγματι, για κάθε x ∈R και h 0≠  
ισχύει:

f(x h) f(x) συν(x h) συνx συνx συνh ημx ημh συνx
h h h

+ − + − ⋅ − ⋅ −
= =                                                          =

f(x h) f(x) συν(x h) συνx συνx συνh ημx ημh συνx
h h h

+ − + − ⋅ − ⋅ −
= =                                                          =

                                                                     
συνh 1 ημhσυνx ημx

h h
−

= ⋅ − ⋅ ,
 
οπότε

f(x h) f(x) συνh 1 ημhlim lim συνx lim ημx
h h hh 0→ h 0→ h 0→

+ − −   
   
   
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f(x h) f(x) συνh 1 ημhlim lim συνx lim ημx
h h hh 0→ h 0→ h 0→

+ − −   
   
   

f(x h) f(x) συνh 1 ημhlim lim συνx lim ημx
h h hh 0→ h 0→ h 0→

+ − −   
   
   

συνx 0 ημx 1  ημx.= ⋅ − ⋅ = −

Δηλαδή, (συνx)′ = - ημx.	 ■

ΣΧΟΛΙΟ

Τα όρια

x 0
ημxlim 1

x→
= ,          

x 0
συνx 1lim 0

x→

−
= ,

τα οποία χρησιμοποιήσαμε για να 
υπολογίσουμε την παράγωγο των 
συναρτήσεων f(x) = ημx, g(x) = συνx 
είναι η παράγωγος στο x0 = 0 των 
συναρτήσεων f, g αντιστοίχως, 
αφού

συνx 0 ημx 1  ημx.= ⋅ − ⋅ = −



ημx ημx ημ0lim lim                       f (0)
x x 0x 0→ x 0→

− ′=                             =
−

συνx 1 συνx συν0lim lim g (0)
x x 0x 0→ x 0→

− − ′= =
−

συνx 1 συνx συν0lim lim g (0)
x x 0x 0→ x 0→

− − ′= =
−

.

● Έστω η συνάρτηση f(x) = ex. 
Αποδεικνύεται ότι η f είναι παρα-
γωγίσιμη στο c ∈∈R και ισχύει f′(x) = ex, 
δηλαδή

(ex)′ = ex

● Έστω η συνάρτηση  f(x) = ln x. 
Αποδεικνύεται ότι η f είναι παραγω-

γίσιμη στο ( , )0 + ∞  και ισχύει ′′ =f x
x

( ) 1, 
δηλαδή
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(ln )x
x

′′ =
1

   

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να βρεθεί το σημείο της γραφι-
κής παράστασης της συνάρτησης  
f(x) = lnx, στο οποίο η εφαπτο-
μένη διέρχεται από την αρχή των 
αξόνων.

ΛΥΣΗ
Επειδή ′′ = ′′ =f x x

x
( ) (ln ) 1, η εξίσωση 

της εφαπτομένης ε της Cf σε ένα 
σημείο Μ(x0, f(x0)) είναι

y x
x

x x− = −ln ( )0
0

0
1 .
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Η ευθεία ε διέρχεται από την αρχή 
των αξόνων Ο(0, 0), αν και μόνο αν

0 1 0 10
0

0 0 0− = − ⇔ = ⇔ =ln ( ) lnx
x

x x x e.
              

0 1 0 10
0

0 0 0− = − ⇔ = ⇔ =ln ( ) lnx
x

x x x e.                                                      

Άρα, το ζητούμενο σημείο είναι το 
Μ(e,1).

xe

M

Ο

1

y 15
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2. Στο παρακάτω σχήμα οι ευθεί-
ες ε1 και ε2 είναι οι εφαπτόμενες 
της γραφικής παράστασης της συ-
νάρτησης f(x) = ημx στα σημεία 
Ο(0,0) και Α(π,0) αντιστοίχως. 
Να βρεθούν:

 

O(0,0) A(π,0)

y 16

x

Β

21

 i) Οι εξισώσεις των ε1 και ε2

ii) �Το εμβαδόν του τριγώνου που 
σχηματίζουν οι  ε1, ε2 και ο 
άξονας των x.
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ΛΥΣΗ
 i) �Επειδή f′(x) = (ημx)′ = συνx, είναι 

f′(0) = 1 και f′(π) = -1 οπότε οι ε1, 
ε2 έχουν εξισώσεις

y = x      και      y = - (x – π)

αντιστοίχως.

ii) �Αν λύσουμε το σύστημα των πα-
ραπάνω δύο εξισώσεων βρί-
σκουμε ότι οι ευθείες ε1, ε2 τέμνο-

νται στο σημείο π πΒ ,
2 2

 
 
 

. 

Άρα, το τρίγωνο ΟΑΒ έχει εμβα-

δόν 
21 π πΕ π

2 2 4
= ⋅ = .
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Να βρείτε την παράγωγο της 

συνάρτησης f στο σημείο x0 
όταν:

i) f(x) =  4x , 0x 1= −

ii) f(x) x= , 0x 9=  

iii) f(x) =  συνx, 0
πx
6

=

iv) f(x) =  lnx, 0x e=  

v) f(x) = xe , 0x  =  ln2. 

2.  �Nα βρείτε, όπου ορίζεται, την 
παράγωγο των συναρτήσεων:

i) 
2x , x 1

f(x)
x , x 1

 <= 
≥

  

ii) 
ημx , x 0

f(x)
x , x 0

<
=  ≥

 

iii) 
3

4
x , x 2

f(x)
x , x 2

 <= 
≥

  

iv) 
2x , x

f(x)
 ≤

= 


. 

2
3

3x , x >
2
3
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i) 
2x , x 1

f(x)
x , x 1

 <= 
≥

  

ii) 
ημx , x 0

f(x)
x , x 0

<
=  ≥

 

iii) 
3

4
x , x 2

f(x)
x , x 2

 <= 
≥

  

iv) 
2x , x

f(x)
 ≤

= 


. 

2
3

3x , x >
2
3

3.  Nα αποδείξετε ότι δεν υπάρ-
χουν σημεία της παραβολής 
y = x2 στα οποία οι εφαπτόμε-
νες της γραφικής παράστασης 
να είναι μεταξύ τους παράλλη-
λες. Ισχύει το ίδιο για τη 
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γραφική παράσταση της συ-
νάρτησης  f(x) = x3; 

4.  �Να παραστήσετε γραφικά την 
παράγωγο της συνάρτησης f 
του παρακάτω σχήματος.

y
4
2

y

2
1

−1

Ο 6 9 x−2
−2

2 4
y f(x)=

Ο
2 4 8 x

y f′(x)=

5.  �Να παραστήσετε γραφικά 
τη συνάρτηση f :[ , ] ,0 8 → R  
η οποία είναι συνεχής, 
με f(0) = 0, και της οποίας 
η παράγωγος παριστάνεται 
γραφικά στο παρακάτω σχήμα.
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y
4
2

y

2
1

−1

Ο 6 9 x−2
−2

2 4
y f(x)=

Ο
2 4 8 x

y f′(x)=

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Να βρείτε τις τιμές των α, β 
για τις οποίες η συνάρτηση 

ημx , x π
f(x)

αx β , x π
<

=  + ≥
, είναι 

παραγωγίσιμη στο x0 = π.

2.  �Έστω η συνάρτηση f x x( ) =  
και το σημείο Α(ξ, f(ξ)), ξ 0≠  της 
γραφικής παράστασης της f. 
Να αποδείξετε ότι η ευθεία που 
διέρχεται από τα σημεία 



Α(ξ, f(ξ)) και Β(-ξ, 0) εφάπτεται 
της Cf στο Α.

3.  �Να αποδείξετε ότι η εφαπτομέ-
νη της γραφικής παράστασης 
της f(x) = x3 σε οποιοδήποτε 
σημείο της Μ(α, α3), α 0≠  έχει 
με αυτήν και άλλο κοινό ση-
μείο Ν εκτός του Μ. Στο σημείο 
Ν η κλίση της Cf είναι τετρα-
πλάσια της κλίσης της στο Μ.

4.  �Έστω ε η εφαπτομένη της γρα-
φικής παράστασης της συνάρ-

τησης f x
x

( ) =
1 σε ένα σημείο

 

της 1M           .ξ,
ξ

 
 
 

 Αν Α, Β είναι τα 
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σημεία στα οποία η ε τέμνει 
τους άξονες x′x και y′y αντι-
στοίχως, να αποδείξετε ότι

 
i) Το Μ είναι μέσο του ΑΒ.

ii) Το εμβαδόν του τριγώνου 
ΟΑΒ είναι σταθερό, δηλαδή 
ανεξάρτητο του ξ ∈    .R*
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2.3 ΚΑΝΟΝΕΣ ΠΑΡΑΓΩΓΙΣΗΣ
Παράγωγος αθροίσματος

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παρα-
γωγίσιμες στο x0, τότε η συνάρτη-
ση f + g είναι παραγωγίσιμη στο 
x0 και ισχύει:

(f + g)′(x0) = f′(x0) + g′(x0) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Για 0x x≠  ισχύει:

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

f x f x+ − +
−

=
++ −− −

−
=

−0

0

0 0

0

0)) ( ) ( )
x x

g x g x
x x−

+                       .−
−0

0

0

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

f x f x+ − +
−

=
++ −− −

−
=

−0

0

0 0

0

0)) ( ) ( )
x x

g x g x
x x−

+                       .−
−0

0

0
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( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

f x f x+ − +
−

=
++ −− −

−
=

−0

0

0 0

0

0)) ( ) ( )
x x

g x g x
x x−

+                       .−
−0

0

0

Επειδή οι συναρτήσεις f, g είναι πα-
ραγωγίσιμες στο x0, έχουμε:

lim ( )( ) ( )( ) lim ( ) ( ) limf g x f g x
x x

f x f x
x x

+ − +
−

=
−
−

+0

0

0

0

0

0
0 0

g x g x
x x

f x g x( ) ( ) ( ) ( ),−
−

= ′′ + ′′
x x0→ x x0→ x x0→

lim ( )( ) ( )( ) lim ( ) ( ) limf g x f g x
x x

f x f x
x x

+ − +
−

=
−
−

+0

0

0

0

0

0
0 0

g x g x
x x

f x g x( ) ( ) ( ) ( ),−
−

= ′′ + ′′
x x0→ x x0→ x x0→

lim ( )( ) ( )( ) lim ( ) ( ) limf g x f g x
x x

f x f x
x x

+ − +
−

=
−
−

+0

0

0

0

0

0
0 0

g x g x
x x

f x g x( ) ( ) ( ) ( ),−
−

= ′′ + ′′
x x0→ x x0→ x x0→

δηλαδή
(f + g)′(x0) = f′(x0) + g′(x0).      ■

Αν οι συναρτήσεις  f, g είναι παρα-
γωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε 
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για κάθε x Δ∈  ισχύει:

(f + g)′(x) = f′(x) + g′(x).

Το παραπάνω θεώρημα ισχύει και 
για περισσότερες από δύο συναρ-
τήσεις. Δηλαδή, αν f1, f2, …, fk, είναι 
παραγωγίσιμες στο Δ, τότε

( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f x f x f x f xk k1 2 1 2+ + + ′′ = ′′ + ′′ + + ′′� �
( ) ( ) ( ) ( ) ( )f f f x f x f x f xk k1 2 1 2+ + + ′′ = ′′ + ′′ + + ′′� � .

Για παράδειγμα,

(ημx + x2 + ex + 3)′ = (ημx)′ + (x2)′ + 
+  (ex)′ + (3)′ = συνx + 2x + ex.
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Παράγωγος γινομένου

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παρα-
γωγίσιμες στο x0, τότε και η συ-
νάρτηση f . g είναι παραγωγίσιμη 
στο x0 και ισχύει:
(f⋅g)′(x0) = f′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0) 

ΑΠΟΔΕΙΞΗ
Για 0x x≠  ισχύει:

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

⋅⋅ − ⋅
−

= =
−
−

0

0

0 0

0

( )( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )f g x f g x
x x

f x g x f x g x
x x

⋅⋅ − ⋅
−

= =
−
−

0

0

0 0

0
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δηλαδή
(f⋅g)′(x0) = f′(x0)g(x0) + f(x0)g′(x0).   ■

Αν οι συναρτήσεις f, g είναι παρα-
γωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ, τότε 
για κάθε x Δ∈  ισχύει:

(f⋅g)′(x) = f′(x)g(x) + f(x)g′(x).

Για παράδειγμα,
( ln ) ( ) ln (ln ) lne x e x e x e x e

x
x x x x x′′ = ′′ + ′′ = +

1

( ln ) ( ) ln (ln ) lne x e x e x e x e
x

x x x x x′′ = ′′ + ′′ = +
1 , x > 0.

Το παραπάνω θεώρημα επεκτείνε-
ται και για περισσότερες από δύο 
συναρτήσεις. Έτσι, για τρεις παρα-
γωγίσιμες συναρτήσεις ισχύει:
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   (f(x)g(x)h(x))′ = [(f(x)g(x))⋅h(x)]′ = 
= (f(x)g(x))′⋅h(x) + (f(x)g(x))⋅h′(x) =
= [f′(x)g(x) + f(x)g′(x)]h(x) + f(x)g(x)h′(x) =
= f′(x)g(x)h(x) + f(x)g′(x)h(x) + 
+ f(x)g(x)h′(x).

Για παράδειγμα,
 
( x ημx lnx)′     ( x )′  ημx lnx x (ημx)′  lnx x ημx (lnx)′ =⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

( x ημx lnx)′     ( x )′  ημx lnx x (ημx)′  lnx x ημx (lnx)′ =⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

1 1ημx lnx x συνx lnx x ημx
x2 x

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅

1 1ημx lnx x συνx lnx x ημx
x2 x

= ⋅ + ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅     x > 0.

Αν f είναι παραγωγίσιμη συνάρτηση 
σ’ ένα διάστημα Δ και c ∈R, επειδή 
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(c)′ = 0, σύμφωνα με το θεώρημα (2) 
έχουμε:

(cf(x))′ = cf′(x)

Για παράδειγμα,

(6x3)′ = 6(x3)′ = 6⋅3x2 = 18x2.

Παράγωγος πηλίκου

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν οι συναρτήσεις  f, g είναι πα-
ραγωγίσιμες στο x0 και 0≠g x  ( )0 , 
τότε και η συνάρτηση f

g
 είναι πα-

ραγωγίσιμη στο x0 και ισχύει:

f
g

x
f x g x f x g x

g x









′′

=
′′ − ′′

( )
( ) ( ) ( ) ( )

[ ( )]0
0 0 0 0

0
2
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Η απόδειξη παραλείπεται.
Αν οι συναρτήσεις  f, g είναι παρα-
γωγίσιμες σ’ ένα διάστημα Δ και για 
κάθε x Δ∈  ισχύει 0≠g x  ( ) , τότε για 
κάθε x Δ∈  έχουμε:

f
g

x f x g x f x g x
g x


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




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[ ( )]2

)

Για παράδειγμα,
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Χρησιμοποιώντας τις προηγούμε-
νες προτάσεις μπορούμε τώρα να 
βρούμε τις παραγώγους μερικών 
ακόμη βασικών συναρτήσεων.

● Έστω η συνάρτηση f(x) = x-ν, 
ν ∈N*. Η συνάρτηση f είναι παρα-
γωγίσιμη στο R* και ισχύει 
f′(x) = -νx-ν-1, δηλαδή

(x-ν)′= -νx-ν-1

Πράγματι, για κάθε x ∈R* έχουμε:
ν ν ν 1

ν ν 1
ν ν 2 2ν

1 (1) x 1(x ) νx(x ) νx
x (x ) x

−
− − −

′ ′ ′− − ′ = = = = − 
 

ν ν ν 1
ν ν 1

ν ν 2 2ν
1 (1) x 1(x ) νx(x ) νx

x (x ) x

−
− − −

′ ′ ′− − ′ = = = = − 
 

.  ■
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Για παράδειγμα,

( )x x x
x

− −− − −= − = − = −4 4 1 5
54 4 4′ ,

 
x 0.≠

Είδαμε, όμως, πιο πριν ότι 
(xν)′ = νxν-1, για κάθε φυσικό ν > 1. 
Επομένως, αν κ {0,1}∈ −Z , τότε

(xκ)′ = κxκ-1.

● Έστω η συνάρτήση  f(x) = εφx. Η 
συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 
στο 1 {x|συνx 0}= − =R R  και ισχύει 

2
1f (x)

συν x
′ = , δηλαδή

2
1(εφx)

συν x
′ =
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Πράγματι, για κάθε x ∈R1 έχουμε:

2 2
ημx (ημx) συνx ημx(συνx) συνxσυνx ημxημx(εφx)
συνx συν x συν x

′ ′ ′− + ′ = = =  = 
 

2 2
ημx (ημx) συνx ημx(συνx) συνxσυνx ημxημx(εφx)
συνx συν x συν x

′ ′ ′− + ′ = = =  = 
 

2 2
ημx (ημx) συνx ημx(συνx) συνxσυνx ημxημx(εφx)
συνx συν x συν x

′ ′ ′− + ′ = = =  = 
 

2 2

2 2
συν x ημ x 1

συν x συν x
+

= = . ■

● Έστω η συνάρτηση  f(x) = σφx. Η 
συνάρτηση f είναι παραγωγίσιμη 
στο 2 {x|ημx 0}= − =R R  και ισχύει 

2
1f (x)

ημ x
′ = −                      , δηλαδή
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2
1(σφx)

ημ x
′ = −

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Να βρεθεί η παράγωγος της συ-

νάρτησης f x x x
x

( )
1

=
−

ln .

ΛΥΣΗ
Έχουμε:

′′ =
−








′′

=
′′ − − − ′′
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= =

+f x x x
x

x x x x x x
x

x( ) ln ( ln ) ( ) ln ( )
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1 1
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1
2
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x x x
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1
1 2
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+f x x x
x

x x x x x x
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1 1
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=
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−
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+f x x x
x

x x x x x x
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x( ) ln ( ln ) ( ) ln ( )
( )

(ln )
1

1 1
1

1
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(( ) ln
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1
1 2
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=
− + − −

−
=

− −

−

x x x x x x
x

x x
x

ln ln ln
( )

ln
( )

1
1

1
12 2

2. Να αποδειχθεί ότι οι γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσεων 

f x
x

( )
1
1

=
+

 και g(x) = x2 - x + 1 

έχουν κοινή εφαπτομένη στο κοι-
νό τους σημείο Α(0,1) και να βρε-
θεί η εξίσωση της εφαπτομένης 
αυτής.

ΛΥΣΗ
Αρκεί να δείξουμε ότι  f′(0) = g′(0). 
Έχουμε:

+ −′′ =
+








′′

=
′′ + ′′

+
= −

+
f x

x
x x

x x
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1 1 1 1

1
1
12 2

+ −′′ =
+








′′

=
′′ + ′′

+
= −

+
f x

x
x x

x x
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( )
1

1
1 1 1 1

1
1
12 2
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και
g′(x) = (x2 - x + 1)′ = 2x - 1,

οπότε
f′(0) = - 1 και g′(0) = - 1.

Άρα
f′(0) = - 1 = g′(0).

Η εξίσωση της εφαπτομένης στο ση-
μείο Α(0,1) είναι:

y x y x− = − − ⇔ = − +1 1 0 1( ) .

Παράγωγος σύνθετης συνάρτη-
σης
Έστω ότι ζητάμε την παράγωγο της 
συνάρτησης y = ημ2x, η οποία είναι 
σύνθεση της g(x) = 2x και της 
f(x) = ημx. Επειδή ημ2x = 2 ημx ⋅ συνx, 
έχουμε
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(ημ2x)′ = (2ημxσυνx)′ = 2(ημx)′συνx +
+ 2ημx(συνx)′ = 2συν2x - 2ημ2x = 
= 2(συν2x - ημ2x) = 2συν2x.

Παρατηρούμε ότι η παράγωγος της 
y = ημ2x δεν είναι η συνάρτηση 
y = συν2x, όπως ίσως θα περίμενε 
κανείς από τον τύπο (ημx)′ = συνx. 
Αυτό εξηγείται με το παρακάτω θεώ-
ρημα:

ΘΕΩΡΗΜΑ

Αν η συνάρτηση g είναι παραγω-
γίσιμη στο x0 και η f είναι παρα-
γωγίσιμη στο g(x0), τότε η συνάρ-
τηση f g�  είναι παραγωγίσιμη στο 
x0 και ισχύει 

(f g� )′(x0) = f′(g(x0))⋅g′(x0)
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Γενικά, αν μια συνάρτηση g είναι 
παραγωγίσιμη σε ένα διάστημα Δ 
και η f είναι παραγωγίσιμη στο g(Δ), 
τότε η συνάρτηση f g�  είναι παρα-
γωγίσιμη στο Δ και ισχύει

(f(g(x)))′ = f′(g(x))⋅g′(x).

Δηλαδή, αν u = g(x), τότε

(f(u))′ = f′(u)⋅u′.

Με το συμβολισμό του Leibniz, αν 
y = f(u) και u = g(x), έχουμε τον τύπο

dy
dx

dy
du

du
dx

= ⋅

που είναι γνωστός ως κανόνας της 
αλυσίδας.
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ΠΑΡΑΤΗΡΗΣΗ

Το σύμβολο dy
dx

dy
du

du
dx

= ⋅δεν είναι πηλίκο. 

Στον κανόνα της αλυσίδας απλά συ-
μπεριφέρεται ως πηλίκο, πράγμα 
που ευκολύνει την απομνημόνευση 
του κανόνα.
Άμεση συνέπεια του παραπάνω θε-
ωρήματος είναι τα εξής:

● Η συνάρτηση f(x) = xα, α∈ −R Z 
είναι παραγωγίσιμη στο ( , )0 +∞  και 
ισχύει f′(x) = αxα-1, δηλαδή

(xα)′ = αxα-1  (1)

Πράγματι, αν y = xα = eαlnx και θέ-
σουμε u = αlnx, τότε έχουμε y = eu. 
Επομένως, 
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u u αlnx α α 11 αy (e ) e u e α x αx
x x

−′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ =

u u αlnx α α 11 αy (e ) e u e α x αx
x x

−′ ′ ′= = ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = .

● Η συνάρτηση f(x) = αx, α > 0 είναι 
παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει 
f′(x) = αxlnα, δηλαδή

(αx)′ = αxlnα

(1)  �Αποδεικνύεται ότι, για α > 1 η f  
είναι παραγωγίσιμη και στο ση-
μείο x0 = 0 και η παράγωγός της 
είναι ίση με 0, επομένως δίνεται 
από τον ίδιο τύπο.
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Πράγματι, αν y = αx = exlnα και θέ-
σουμε u = xlnα, τότε έχουμε y = eu. 
Επομένως,

y′ = (eu)′ = eu×u′ = exlnα×lnα = αxlnα.

● Η συνάρτηση f x x( ) ln | |== , x ∈R* εί-
ναι παραγωγίσιμη στο R* και ισχύει

(ln | |)x
x

′′ ==
1

Πράγματι. 
— αν x > 0, τότε (ln | |) (ln )x x

x
′′ = ′′ =

1 , 
ενώ 

— αν x < 0, τότε ln | | ln( )x x= − , οπό-
τε, αν θέσουμε y = ln(-x) και u = - x, 
έχουμε y = lnu. Επομένως,

′′ = ′′ = ⋅ ′′ =
−

− =y u
u

u
x x

(ln ) ( )1 1 1 1 
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και άρα (ln | |)x
x

′′ =
1.

Ανακεφαλαιώνοντας, αν η συνάρτη-
ση u = f(x) είναι παραγωγίσιμη, τότε 
έχουμε:

(uα)′ = αuα-1×u′

(ημu)′ = συνu×u′

(συνu)′ = - ημu×u′

2
1(εφu) u

συν u
′ ′= ⋅

( )u
u

u′′ = ⋅ ′′1
2 2

1(σφu) u
ημ u

′ ′= − ⋅

( )e e uu u′′ = ⋅ ′′

u u(α ) α lnα u′ ′= ⋅

(ln | |)u
u

u′′ = ⋅ ′′1
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ΕΦΑΡΜΟΓEΣ

1. Να βρεθούν οι παράγωγοι των 
συναρτήσεων

  i) f(x) = (3x2 + 5)9  

ii) g x e x( )
2 1= − +                 

iii)  h x x( ) ln 12= + .

ΛΥΣΗ
  i)  Αν θέσουμε u = 3x2 + 5, τότε η 

συνάρτηση y = f(x) γράφεται

y = u9,
οπότε έχουμε

y′ = (u9)′ = 9u8× u′ =
= 9(3x2 + 5)8× (3x2 + 5)′ =
= 9(3x2 + 5)8× 6x =



= 54x(3x2 + 5)8.

Ομοίως, έχουμε 
 

ii)  ′′ = ′′ = −− + ′′− + − +g x e e xx x( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2 1

′′ = ′′ = −− + ′′− + − +g x e e xx x( ) ( ) ( )
2 1 2 1 2 1  = −− +e xx2 1 2( ) = − − +2

2 1xe x

= −− +e xx2 1 2( ) = − − +2
2 1xe x

(θέσαμε u = - x2 + 1)

iii) ′′ = + ′′ = =
+

⋅⋅ +h x x
x

x( ) (ln( )) ( )2
2

21 1

1
1 ′′

′′ = + ′′ = =
+

⋅⋅ +h x x
x

x( ) (ln( )) ( )2
2

21 1

1
1 ′′

= =
+

⋅⋅
+

⋅⋅ + ′′1

1

1

2 1
1

2 2
2

x x
x( )
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=
+

⋅⋅ =
+

1
2 1

2
12 2( )x

x x
x

.

(θέσαμε u x= +2 1 ) 

2. Να βρεθεί η εξίσωση της εφα-
πτομένης ε του κύκλου C: x2 + y2 = 
= ρ2 στο σημείο του Μ1(x1, y1).

y

Ο x

17

A′(−ρ,0) A(ρ,0)
C

ε 1 1 1Μ   x   y
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ΛΥΣΗ

Αν λύσουμε την εξίσωση του κύ-
κλου ως προς y, βρίσκουμε ότι

2 2y ρ x= − , αν y ≥≥ 0 και  

2 2y ρ x= − − , αν y 0≤ .

Επομένως, ο κύκλος C αποτελείται 
από τα σημεία των γραφικών παρα-
στάσεων των συναρτήσεων

2 2
1f (x) ρ x= −  και  2 2

2f (x) ρ x= − −

οι οποίες είναι ορισμένες στο κλει-
στό διάστημα [-ρ, ρ] και παραγωγί-
σιμες στο ανοικτό διάστημα (-ρ, ρ). 

Αν, τώρα, με y = f(x) συμβολίσουμε 
εκείνη από τις παραπάνω 
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συναρτήσεις στην οποία ανήκει το 
Μ1(x1, y1), τότε θα ισχύει

λε = f′(x1)   (1)  και  x2 + f 2(x) = ρ2   (2)

Έτσι, με παραγώγιση και των δύο 
μελών της (2), έχουμε

2x + 2 f(x) f′(x) = 0

οπότε, για x = x1, θα ισχύει

x1 + f(x1) f′(x1) = 0.

Έτσι, λόγω της (1) θα έχουμε

x1 + y1×λε = 0

οπότε, για 1y 0≠ , θα είναι
1

ε
1

x
λ

y
−

= .
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Άρα, η εφαπτομένη ε έχει εξίσωση:

y y
x
y

x x− = − −1
1

1
1( ),

η οποία γράφεται διαδοχικά:

yy y xx x1 1
2

1 1
2− = − +

xx yy x y1 1 1
2

1
2+ = +

2
1 1xx yy ρ+ = ,            (3)

αφού 2 2 2
1 1x y ρ+ = .

Αν y1 = 0, που συμβαίνει όταν το 
σημείο Μ1(x1, y1) είναι το Α(ρ,0) ή το 
Α′(-ρ,0), τότε εύκολα αποδεικνύεται 
ότι οι εφαπτόμενες της Cf στα ση-
μεία αυτά είναι οι κατακόρυφες ευ-
θείες

x = ρ     και     x = - ρ 
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αντιστοίχως. Και οι δυο αυτές εξι-
σώσεις δίνονται από τον παραπά-
νω τύπο (3) για (x1, y1) = (ρ, 0) και 
(x1, y1) = (-ρ, 0) αντιστοίχως.

Με ανάλογο τρόπο βρίσκουμε την 
εξίσωση της εφαπτομένης οποιασ-
δήποτε άλλης κωνικής τομής.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Να βρείτε την παράγωγο των 

συναρτήσεων

  

i) 7 4f(x) x x 6x 1= − + −   

ii) 3f(x) 2x lnx 3= + −  

iii) 
4 3 2x x xf(x) x

4 3 2
= − + −   

iv) f(x) συνx 3ημx ln3= − + . 
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i) 7 4f(x) x x 6x 1= − + −   

ii) 3f(x) 2x lnx 3= + −  

iii) 
4 3 2x x xf(x) x

4 3 2
= − + −   

iv) f(x) συνx 3ημx ln3= − + . 

2.  �Ομοίως των συναρτήσεων:

i) 2f(x) (x 1)(x 3)= − −

 ii) xf(x) e ημx=

iii) 
2

2
1 xf(x)
1 x

−
=

+

iv) ημx συνxf(x)
1 συνx

+
=

+

v) 2f(x) x ημxσυνx.=  
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3.  �Ομοίως των συναρτήσεων:

  

i) 
xef(x)

lnx
=

        ii) f(x) = εφx  σφx

iii) x
ημxf(x)
e

=

iv) x 1 x 1f(x)
x 1 x 1

− +
= −

+ −
.

+

4.  �Nα βρείτε, όπου ορίζεται, την 
παράγωγο των συναρτήσεων:

i) 
22x 3x , x 0

f(x)
12 x 6x , x 0

 + <= 
+ ≥

ii) 
2x ημxf(x)

x    , x 0
 += 

>
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i) 
22x 3x , x 0

f(x)
12 x 6x , x 0

 + <= 
+ ≥

ii) 
2x ημxf(x)

x    , x 0
 += 

>
. 

5.  �Nα βρείτε τα σημεία της γρα-
φικής παράστασης της f, στα 
οποία οι εφαπτόμενες είναι πα-
ράλληλες στον άξονα των x, 
όταν

i) 4f(x) x
x

= + ii) x
xf(x)

e
=

iii) 
2x 1f(x)
x
+

= .

6.  �Aν f x x
x

( ) ( )
=

+
−

2 1
1

 και 
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g x x
x

x
x

( ) =
+

−
+

−

+

1
1

1
1

, να βρείτε

τις συναρτήσεις f′, g′. Ισχύει 
f′ = g′;

7.  �Να αποδείξετε ότι οι εφαπτόμε-
νες των γραφικών παραστάσε-
ων των συναρτήσεων f(x) = x2 
και g x

x
( ) = +

1
2

1
2

 στο κοινό ση-

μείο τους Α(1,1), είναι κάθετες.

8.  �Δίνεται η συνάρτηση 
αx αf(x)
x α

+
=

+
, α∈R*. 

Να βρείτε τις τιμές του α, για 
τις οποίες η κλίση της Cf στο 
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σημείο της Α(0,1) είναι ίση με 1
2

.

9.  �Να βρείτε τα σημεία της γρα-
φικής παράστασης της συνάρ-
τησης  f(x) = x3 - 3x + 5, στα 
οποία η εφαπτομένη είναι:
 i) παράλληλη προς την ευθεία 
   y = 9x + 1
ii) κάθετη προς την ευθεία 
   y = - x.

10.  �Να βρείτε την εξίσωση της 
εφαπτομένης της γραφικής 
παράστασης της  f(x) = x2 η 
οποία άγεται από το σημείο 
Α(0, - 1).
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11.  �Δίνεται η συνάρτηση f(x) = αx2+ 
+ βx + γ, α,β,γ∈R. Να βρείτε 
τις τιμές των α,β,γ∈R. για τις 
οποίες η Cf, διέρχεται από το 
σημείο Α(1,2) και εφάπτεται 
της ευθείας y = x στην αρχή 
των αξόνων.

12.  Να βρείτε την παράγωγο των
       συναρτήσεων:

  

i) 4 3 2f(x) (3x 4x )−= +

 ii) f(x) (x 1)= −  

iii) 2
1f(x) ημ

1 x
 =  

+ 

iv) 1f(x) ln x
x

 = − 
 

v) 
2xf(x) e−= .

2
3
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i) 4 3 2f(x) (3x 4x )−= +

 ii) f(x) (x 1)= −  

iii) 2
1f(x) ημ

1 x
 =  

+ 

iv) 1f(x) ln x
x

 = − 
 

v) 
2xf(x) e−= .

2
3

13.  Nα βρείτε την παράγωγο της 
       συνάρτησης f στο σημείο x0 
       όταν:

i) 2 3f(x) x 1 x ,= +  0x 2=

ii) f(x) (2x) (2x) ,= + 0x 4=

iii) 3 3f(x) x ημ (πx),=  0
1x
6

=

iv) 
2x 2f(x)

2 x
+

=
−

 , 0x 3.=

2
3

1
3
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14. Nα βρείτε την παράγωγο των 
συναρτήσεων:
  i)  f(x) = xlnx 	      ii)  f(x) = 25x-3

iii)  f(x) = (lnx)x, x > 1 
iv)  f(x) = ημx×eσυνx

15.  Aν f(x) = ημ2x, να αποδείξετε 
ότι f″(x) + 4f(x) = 2.

B΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  ��Nα αποδείξετε ότι οι γραφικές 
παραστάσεις των συναρτήσε-
ων f x

x
( ) =

1 και g(x) = x2 - x + 1 
έχουν ένα μόνο κοινό σημείο, 
στο οποίο οι εφαπτομένες τους 
είναι κάθετες.
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2.  �Να αποδείξετε ότι η ευθεία 
y = 3x - 2 έχει με τη γραφική 
παράσταση της συνάρτησης 
f(x) = x3 δύο κοινά σημεία και 
εφάπτεται αυτής σε ένα από τα 
σημεία αυτά.

3.  �Δίνονται οι συναρτήσεις 
f(x) = αx2 + βx + 2 και g x

x
( ) =

1. 
Να βρείτε τα α,β∈R για τα 
οποία οι γραφικές παραστάσεις 
τους έχουν κοινή εφαπτομένη 
στο σημείο με τετμημένη x0 = 1.

4.  �Δίνονται οι συναρτήσεις f(x) = ex 
και g(x) = - x2 -x. Να αποδείξετε 
ότι η εφαπτομένη της Cf στο 
σημείο Α(0,1) εφάπτεται και 
στην Cg.
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5.  �Να βρείτε πολυώνυμο τρίτου 
βαθμού τέτοιο, ώστε  f(0) = 4,  
f′(-1) = 2,  f″(2) = 4 και f(3)(1) = 6.

6.  �Να αποδείξετε ότι δεν υπάρχει 
πολυώνυμο f δεύτερου βαθμού 
του οποίου η γραφική παρά-
σταση να εφάπτεται των ευθει-
ών y = x + 1 και y = 3x - 1 στα 
σημεία Α(0,1) και Β(1,2) αντι-
στοίχως.

7.  �Αν μία συνάρτηση f : →R R εί-
ναι παραγωγίσιμη στο σημείο 
x0 = α, να αποδείξετε ότι

i) 
x α

xf(x) αf(α)lim f(α) αf (α)
x α→

− ′= +
−
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ii) 
x α

α
x α

e f(x) e f(α)lim e (f(α) f (α))
x α→

− ′= +
−

x α
α

x α

e f(x) e f(α)lim e (f(α) f (α))
x α→

− ′= +
−

. 

8.  �Να βρείτε τα σημεία της γρα-
φικής παράστασης της συ-
νάρτησης 

     f(x) = ημ2x - 2ημ2x, x ∈ [ , ]0 2π ,

στα οποία η εφαπτομένη της 
είναι παράλληλη στον άξονα 
των x.

  
9.  �Να βρείτε την παράγωγο των 

συναρτήσεων

i) f x x( ) == 23 , 	     ii) f x x( ) == 43
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και στη συνέχεια την εξίσωση 
της εφαπτομένης της Cf στο 
Ο(0,0) σε καθεμια περίπτωση 
χωριστά.

10.  Έστω f μια παραγωγίσιμη στο 
R συνάρτηση για την οποία 
ισχύει f′(1) = 1 και g η συνάρ-
τηση που ορίζεται από την 
ισότητα g(x) = f(x2 + x + 1) - 
- 1, x ∈R. Να αποδείξετε οτι 
η εφαπτομένη της Cf στο 
Α(1, f(1)) εφάπτεται της Cg στο 
Β(0, g(0)).

11.   Έστω μια συνάρτηση f, παρα-
γωγίσιμη στο διάστημα (-1,1), 
για την οποία ισχύει 
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f(ημx) = ex συνx, για κάθε 

x ∈ π π,
2 2

 − 
    

i) Να βρείτε την f′(0)

ii) �Να αποδείξετε ότι η εφα-
πτομένη της Cf στο σημείο 
Α(0, f(0)) σχηματίζει με τους 
άξονες ισοσκελές τρίγωνο.
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2.4  ΡΥΘΜΟΣ ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ

Στην αρχή του κεφαλαίου αυτού, 
ορίσαμε τη στιγμιαία ταχύτητα ενός 
κινητού τη χρονική στιγμή t0 ως το 
όριο

lim
( ) ( )

( ).
t t

S t S t
t t

S t
→

−
−

= ′′
0

0

0
0

Το όριο αυτό το λέμε και ρυθμό με-
ταβολής της τετμημένης S του κινη-
τού ως προς το χρόνο t τη χρονική 
στιγμή t0. Γενικά,

ΟΡΙΣΜΟΣ

Αν δύο μεταβλητά μεγέθη x, y 
συνδέονται με τη σχέση y = f(x), 
όταν f είναι μια συνάρτηση 
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παραγωγίσιμη στο x0, τότε ονο-
μάζουμε ρυθμό μεταβολής του y 
ως προς το x στο σημείο x0 την 
παράγωγο f′(x0).

Για παράδειγμα, ο ρυθμός μεταβο-
λής της ταχύτητας υ ως προς το 
χρόνο t τη χρονική στιγμή t0 είναι 
η παράγωγος υ′( t0), της ταχύτητας 
υ ως προς το χρόνο t τη χρονική 
στιγμή t0. Η παράγωγος υ′( t0) λέγε-
ται επιτάχυνση του κινητού τη χρο-
νική στιγμή t0 και συμβολίζεται με 
α(t0). Είναι δηλαδή

α(t0) = υ′(t0) = S″(t0).

Στην οικονομία, το κόστος παραγω-
γής Κ, η είσπραξη Ε και το κέρδος 
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Ρ εκφράζονται συναρτήσει της πο-
σότητας x του παραγόμενου προ-
ϊόντος. Έτσι, η παράγωγος K′(x0) 
παριστάνει το ρυθμό μεταβολής του 
κόστους Κ ως προς την ποσότητα 
x, όταν x = x0 και λέγεται οριακό κό-
στος στο x0. Ανάλογα, ορίζονται και 
οι έννοιες οριακή είσπραξη στο x0 
και οριακό κέρδος στο x0.

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Ένα βότσαλο που ρίχνεται σε 
μία λίμνη προκαλεί κυκλικό κυ-
ματισμό. Μία συσκευή μέτρησης 
δείχνει ότι τη χρονική στιγμή t0 
που η ακτίνα r του κυματισμού εί-
ναι 50 cm, ο ρυθμός μεταβολής 
της r είναι 20 cm/sec. Να βρεθεί 
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ο ρυθμός μεταβολής του εμβαδού 
Ε που περικλείεται από το κυκλικό 
κύμα, τη χρονική στιγμή t0.

ΛΥΣΗ

Επειδή E = π.r2 και η ακτίνα r είναι 
συνάρτηση του χρόνου t, έχουμε

E(t) = πr2(t),

οπότε
E′(t) = 2πr(t).r′(t).

Επομένως,

E′(t0) = 2πr(t0).r′(t0) = 2π.50.20 = 

= 2000π (cm2/sec).
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2. Aν το συνολικό κόστος παρα-
γωγής x μονάδων ενός βιομηχανι-
κού προϊόντος είναι K(x) και η συ-
νολική είσπραξη από την πώλησή 
τους είναι E(x), τότε P(x) = E(x) - 
- K(x) είναι το συνολικό κέρδος 

και μ
K(x)Κ (x)

x
=  είναι το μέσο κό-

στος.
 
i) �Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός με-

ταβολής του κέρδους μηδενί-
ζεται όταν ο ρυθμός μεταβολής 
του κόστους και ο ρυθμός μετα-
βολής της είσπραξης είναι ίσοι.

ii) �Να αποδείξετε ότι ο ρυθμός με-
ταβολής του μέσου κόστους μη-
δενίζεται όταν το μέσο κόστος 
είναι ίσο με το οριακό κόστος.
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ΛΥΣΗ

i) Ο ρυθμός μεταβολής του κέρδους  
είναι

P′(x) = E′(x) - K′(x).

Επομένως,

′′ = ⇔ ′′ − ′′ = ⇔ ′′ = ′′P x E x K x E x K x( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0
′′ = ⇔ ′′ − ′′ = ⇔ ′′ = ′′P x E x K x E x K x( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0 .

ii) Ο ρυθμός μεταβολής του μέσου 
κόστους είναι

μ 2
K (x) x K(x) K (x)                            .

x
′ ⋅ −′ =

Επομένως

μK (x) 0 K (x) x K(x) 0′ ′= ⇔ ⋅ − = ⇔
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′′K x K x
x

( ) ( )
⇔ = ⇔

μK (x) K (x).′⇔ =

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Mια σφαιρική μπάλα χιονιού 
αρχίζει να λιώνει. Η ακτίνα 
της, που ελαττώνεται, δίνεται 
σε cm από τον τύπο r = 4 - t2, 
όπου t ο χρόνος σε sec. Να 
βρείτε το ρυθμό μεταβολής της 
επιφάνειας Ε και του όγκου V 
της μπάλας, όταν t = 1sec. 
(Θυμηθείτε ότι E = 4πr2 και 

34V πr
3

= ).
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2.  �Ο όγκος V ενός σφαιρικού 
μπαλονιού που φουσκώνει αυ-
ξάνεται με ρυθμό 100 cm3/sec. 
Με ποιο ρυθμό αυξάνεται η 
ακτίνα του r τη χρονική στιγμή 
t0, που αυτή είναι ίση με 9 cm;

3.  �To κόστος παραγωγής, K(x), και 
η τιμή πώλησης, Π(x), x μονάδων 
ενός βιομηχανικού προϊόντος 
δίνονται από τις συναρτήσεις 

K x x x x( ) = − + +
1
3

20 600 10003 2
 

και Π(x) = 420x αντιστοίχως. 
Να βρείτε πότε ο ρυθμός μετα-
βολής του κέρδους, P(x) = Π(x) - 
- K(x), είναι θετικός.
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4.  �Δύο πλοία Π1 και Π2 αναχω-
ρούν συγχρόνως από ένα λι-
μάνι Λ. Το πλοίο Π1 κινείται 
ανατολικά με ταχύτητα 15 km/h 
και το Π2 βόρεια με ταχύτητα 
20 km/h. 

Βορράς

Ανατολή
Λ

d=d(t)
2

1  

i)  �Να βρείτε τις συναρτήσεις 
θέσεως των Π1 και Π2
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ii)  �Να αποδείξετε ότι η από-
σταση d = (Π1Π2) των δυο 
πλοίων αυξάνεται με σταθε-
ρό ρυθμό τον οποίο και να 
προσδιορίσετε.

5.  �Ένα κινητό Μ ξεκινά από την 
αρχή των αξόνων και κινεί-
ται κατά μήκος της καμπύλης 
y x=

1
4

2, x ≥≥ 0. Σε ποιο σημείο 
της καμπύλης ο ρυθμός μετα-
βολής της τετμημένης x του Μ 
είναι ίσος με το ρυθμό μεταβο-
λής της τεταγμένης του y, αν 
υποτεθεί ότι x′(t) > 0 για κάθε 
t ≥ 0.
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Αν η επιφάνεια μιας σφαίρας 
αυξάνεται με ρυθμό 10 cm2/sec, 
να βρείτε το ρυθμό με τον οποίο 
αυξάνεται ο όγκος αυτής όταν 
r = 85 cm.

2.  �Έστω Τ το εμβαδόν του τριγώ-
νου ΟΑΒ που ορίζουν τα ση-
μεία Ο(0,0), Α(x,0) και Β(0,lnx), 
με x > 1. Αν το x μεταβάλλεται 
με ρυθμό 4 cm/sec, να βρείτε 
το ρυθμό μεταβολής του εμβα-
δού Τ, όταν x = 5cm.
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3.  �Ένας άνθρωπος σπρώχνει ένα 
κουτί στη ράμπα του παρακάτω 
σχήματος και το κουτί κινείται 
με ταχύτητα 3 m/s. Να βρείτε 
πόσο γρήγορα ανυψώνεται το 
κουτί, δηλαδή το ρυθμό μετα-
βολής του y.

A
h

θ
100mΠ

Φ

Ο Σ
Π

Κ
1,6

x s

8

x

20m
y 5mS
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4.  �Ένα αερόστατο Α αφήνει το 
έδαφος σε απόσταση 100 m 
από έναν παρατηρητή Π με τα-
χύτητα 50 m/min. Με ποιο ρυθ-
μό αυξάνεται η γωνία θ που 
σχηματίζει η ΑΠ με το έδαφος 
τη χρονική στιγμή κατά την 
οποία το μπαλλόνι βρίσκεται 
σε ύψος 100 m. 

A
h

θ
100mΠ

Φ

Ο Σ
Π

Κ
1,6

x s

8

x

20m
y 5mS
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5.  �Mία γυναίκα ύψους 1,60 m 
απομακρύνεται από τη βάση 
ενός φανοστάτη ύψους 8 m με 
ταχύτητα 0,8 m/s. Με ποια τα-
χύτητα αυξάνεται ο ίσκιος της; 

 

A
h

θ
100mΠ

Φ

Ο Σ
Π

Κ
1,6

x s

8

x

20m
y 5mS
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6.  �Ένα περιπολικό Α κινείται 
κατά μήκος της καμπύλης 

y x= −
1
3

3, x 0≤  πλησιάζοντας 

την ακτή και ο προβολέας του 
φωτίζει κατευθείαν εμπρός 
(Σχήμα). 

Ακτή

x
B M

y

A

Ο

y 3m

Βx θ

3αA(α, )
3

−

31y x
3

= −

Ο
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Αν ο ρυθμός μεταβολής της τε-
τμημένης του περιπολικού δί-
νεται από τον τύπο

α′(t) = - α(t) 

να βρείτε το ρυθμό μεταβολής 
της τετμημένης του σημείου Μ 
της ακτής στο οποίο πέφτουν 
τα φώτα του προβολέα τη χρο-
νική στιγμή κατά την οποία το 
περιπολικό έχει τετμημένη -3.

7.  �Μία σκάλα μήκους 3 m είναι 
τοποθετημένη σ’ έναν τοίχο. Το 
κάτω μέρος της σκάλας γλυ-
στράει στο δάπεδο με ρυθμό 
0,1 m/sec. Τη χρονική στιγμή 
t0, που η κορυφή της σκάλας 
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απέχει από το δάπεδο 2,5 m, 
να βρείτε: 

 
i)  Το ρυθμό μεταβολής της 
    γωνίας θ (Σχήμα).

ii)  �Την ταχύτητα με την οποία 
πέφτει η κορυφή Α της σκά-
λας. Ακτή

x
B M

y

A

Ο

y 3m

Βx θ

3αA(α, )
3

−

31y x
3

= −

Ο
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8.  �Ένα κινητό κινείται σε κυκλική 
τροχιά με εξίσωση x2 + y2 = 1. 
Καθώς περνάει από το σημείο 

A 1
2

3
2

, ,








  η τεταγμένη y ελατ-

τώνεται με ρυθμό 3 μονάδες 
το δευτερόλεπτο. Να βρείτε το 
ρυθμό μεταβολής της τετμημέ-
νης x τη χρονική στιγμή που 
το κινητό περνάει από το Α.
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2.5 TO ΘΕΩΡΗΜΑ ΜΕΣΗΣ 			 
	 ΤΙΜΗΣ

Στην παράγραφο αυτή θα γνω-
ρίσουμε ένα από τα πλέον βασι-
κά θεωρήματα του Διαφορικού 
Λογισμού που είναι γνωστό ως 
Θεώρημα Μέσης Τιμής. Αρχικά δι-
ατυπώνουμε το Θεώρημα του Rolle, 
το οποίο είναι ειδική περίπτωση 
του Θεωρήματος Μέσης Τιμής και 
στη συνέχεια διατυπώνουμε το 
Θεώρημα Μέσης Τιμής, το οποίο 
αποδεικνύεται με τη βοήθεια του 
Θεωρήματος του Rolle.
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ΘΕΩΡΗΜΑ (Rolle)

Αν μια συνάρτηση f είναι:
● συνεχής στο κλειστό διά-

στημα [α, β]
● παραγωγίσιμη στο ανοι-

κτό διάστημα (α, β) και
● f (α) = f (β)

τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
ξ (α,β)∈  τέτοιο, ώστε:

f′(ξ) = 0

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι 
υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ (α,β)∈  
τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της Cf 
στο Μ(ξ, f(ξ)) να είναι παράλληλη 
στον άξονα των x. 
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Ο

y

Ο

2 Α

Μ

Β

1 ξ=2 3 x

y

α ξ ξ

Μ(ξ,f(ξ))
Β(β,f(β))

β x

18

19

Α(α,f(α))

Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση
f(x) = x2 - 4x + 5, x ∈ [ , ]1 3 . (Σχ. 19)

Ο

y

Ο

2 Α

Μ

Β

1 ξ=2 3 x

y

α ξ ξ

Μ(ξ,f(ξ))
Β(β,f(β))

β x

18

19

Α(α,f(α))
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Επειδή η f είναι συνεχής στο [1,3], 
παραγωγίσιμη στο (1,3), με f′(x) = 
= 2x - 4 και f(1) = 2 = f(3), σύμφωνα 
με το θεώρημα Rolle, θα υπάρχει 
ένας αριθμός ξ (1,3)∈  τέτοιος, ώστε 
f′(ξ) = 0.

Για την εύρεση του αριθμού ξ, έχουμε:

f (ξ) 0 2ξ 4 0 ξ 2.′ = ⇔ − = ⇔ =

ΘΕΩΡΗΜΑ (Μέσης Τιμής 
Διαφορικού Λογισμού Θ.Μ.Τ.)

Αν μια συνάρτηση f είναι:
● συνεχής στο κλειστό διά-

στημα [α, β] και
● παραγωγίσιμη στο ανοι-

κτό διάστημα (α, β)
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τότε υπάρχει ένα, τουλάχιστον, 
ξ (α,β)∈  τέτοιο, ώστε:

f(β) f(α)f (ξ)
β α

−′ =
−  

Γεωμετρικά, αυτό σημαίνει ότι 
υπάρχει ένα, τουλάχιστον, ξ (α,β)∈   
τέτοιο, ώστε η εφαπτομένη της 
γραφικής παράστασης της f στο 
σημείο Μ(ξ, f(ξ)) να είναι παράλλη-
λη της ευθείας ΑΒ. 

Ο

y

y

O(0,0) 1

A(4,2)

4 x

α ξ ξ

Μ(ξ,f(ξ)) Β(β,f(β))

Α(α,f(α))

β x

20

21
y x=

M(1,1)
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Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x x( ) == , x ∈ [ , ].0 4

Ο

y

y

O(0,0) 1

A(4,2)

4 x

α ξ ξ

Μ(ξ,f(ξ)) Β(β,f(β))

Α(α,f(α))

β x

20

21
y x=

M(1,1)

Επειδή η f είναι συνεχής στο [0,4] 
και παραγωγίσιμη στο (0,4), με 
′′ =f x

x
( ) 1

2
, σύμφωνα με το θεώρημα 

μέσης τιμής, θα υπάρχει ένας αριθ-
μός ξ (0,4)∈  τέτοιος, ώστε 

f(4) f(0) 1f (ξ) .
4 0 2

−′ = =
−
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Για την εύρεση του αριθμού ξ, έχουμε:
1 1 1f (ξ) ξ 1 ξ 1.
2 22 ξ

′ = ⇔ = ⇔ = ⇔ =

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ

1. Nα αποδειχτεί ότι:
 i) �Η συνάρτηση f(x) = λx3 + x2- 

- (λ + 1)x, *λ∈R , ικανοποιεί 
τις υποθέσεις του θεωρήμα-
τος του Rolle στο διάστημα 
[0,1].

ii) �Η εξίσωση 3λx2 + 2x - (λ + 1) = 
= 0, *λ∈R  έχει μια, τουλά-
χιστον, ρίζα στο διάστημα 
(0,1).
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ

i) Η συνάρτηση f ικανοποιεί τις 
υποθέσεις του θεωρήματος Rolle 
στο [0,1] αφού
● είναι συνεχής στο [0,1] ως πο-

λυωνυμική
● είναι παραγωγίσιμη στο (0,1) 

με f′(x) = 3λx2 + 2x - (λ + 1) και
● ισχύει f(0) = f(1) = 0.

ii) Αφού, λοιπόν, για τη συνάρτη-
ση f(x) = λx3 + x2 - (λ + 1)x, *λ∈R  
ισχύουν οι υποθέσεις του θεωρή-
ματος Rolle, θα υπάρχει ξ (0,1)∈  
τέτοιο, ώστε f′(ξ) = 0 ή, ισοδύναμα, 
3λξ2 + 2ξ - (λ + 1) = 0. Επομένως, 
το ξ (0,1)∈  θα είναι ρίζα της εξίσω-
σης 3λx2 + 2x - (λ + 1) = 0.
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2. Να αποδειχτεί ότι για τη συνάρ-
τηση f(x) = αx2 + βx + γ, α 0≠  και 
για οποιοδήποτε διάστημα 
[x1, x2], ο αριθμός x x x0 1 2( , )∈∈ , που 
ικανοποιεί το συμπέρασμα του 
Θεωρήματος Μέσης Τιμής, είναι το 
κέντρο του διαστήματος [x1, x2], 

δηλαδή είναι x
x x

0
1 2

2
=

+
.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Η συνάρτηση  f(x) = αx2 + βx + γ εί-
ναι συνεχής στο [x1, x2] ως πολυω-
νυμική και παραγωγίσιμη στο 
(x1, x2), με f′(x) = 2αx + β. Επομένως, 
σύμφωνα με το θεώρημα μέσης τι-
μής υπάρχει x x x0 1 2( , )∈∈ , τέτοιο, 
ώστε

′′ ==
−−
−−

f x
f x f x

x x
( )

( ) ( )
.0

2 1

2 1
            (1)                                  
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Είναι όμως:

2 2
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

f(x ) f(x ) αx βx γ αx βx γ α(x x )(x x ) β(x x )
x x x x x x

− + + − − − − + + −
= = =

− − −

2 2
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

f(x ) f(x ) αx βx γ αx βx γ α(x x )(x x ) β(x x )
x x x x x x

− + + − − − − + + −
= = =

− − −

2 2
2 1 2 2 1 1 2 1 2 1 2 1

2 1 2 1 2 1

f(x ) f(x ) αx βx γ αx βx γ α(x x )(x x ) β(x x )
x x x x x x

− + + − − − − + + −
= = =

− − −

2 1 1 2
1 2

2 1

(x x )[α(x x ) β]
α(x x ) β.

x x
− + +

= = + +
−

2 1 1 2
1 2

2 1

(x x )[α(x x ) β]
α(x x ) β.

x x
− + +

= = + +
−

Επομένως, η σχέση (1) γράφεται:
1 2

0 1 2 0
x x

2αx β α(x x ) β x
2
+

+ = + + ⇔ = .

1 2
0 1 2 0

x x
2αx β α(x x ) β x

2
+

+ = + + ⇔ = .
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3. Ένα αυτοκίνητο διήνυσε μία δι-
αδρομή 200 χιλιομέτρων σε 2,5 
ώρες. Να αποδειχθεί ότι κάποια 
χρονική στιγμή, κατά τη διάρκεια 
της διαδρομής, η ταχύτητα του 
αυτοκινήτου ήταν 80 χιλιόμετρα 
την ώρα.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Έστω x = S(t), t∈ [ , , ]0 2 5  η συνάρτη-
ση θέσης του κινητού. Αρκεί να δεί-
ξουμε ότι υπάρχει t ∈ [ , , ]0 2 50 , τέτοια 
ώστε υ(t0) = S′(t0) = 80.
Η συνάρτηση S είναι συνεχής στο 
[0, 2,5] και παραγωγίσιμη στο 
(0, 2,5). Επομένως, σύμφωνα με 
το Θεώρημα Μέσης Τιμής υπάρχει 
t0 0 2 5∈ ( , , ) τέτοιο, ώστε

0 0
S(2,5) S(0) 200 0υ(t ) S (t ) 80

2,5 2,5
− −′= = = = 

143 / 130



0 0
S(2,5) S(0) 200 0υ(t ) S (t ) 80

2,5 2,5
− −′= = = =  χλμ. την ώρα.

ΑΣΚΗΣΕΙΣ
Α΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Nα εξετάσετε ποιες από τις πα-
ρακάτω συναρτήσεις ικανοποι-
ούν τις υποθέσεις του θεωρή-
ματος Rolle στο διάστημα που 
αναφέρεται, και στη συνέχεια, 
για εκείνες που ισχύει, να βρεί-
τε όλα τα ξ (α,β)∈  για τα οποία 
ισχύει f′(ξ) = 0.

  
i)  �f(x) = x2 - 2x + 1, 	  [0, 2]

ii)  �f(x) = ημ3x, 	  2π0,
3
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iii)  �f(x) = 1 + συν2x, 	 [0, π]

iv)  �f x x( ) | |== , 	  [-1, 1].

2.  �Να εξετάσετε, ποιές από τις 
παρακάτω συναρτήσεις ικα-
νοποιούν τις υποθέσεις του 
Θεωρήματος Μέσης Τιμής στο 
διάστημα που αναφέρεται και 
στη συνέχεια, για εκείνες που 
ισχύει το θεώρημα, να βρείτε 
όλα τα ξ (α,β)∈  για τα οποία 

ισχύει f(β) f(α)f (ξ)
β α

−′ =
−

.
  

 i)  f(x) = x2 + 2x, [0, 4] 

ii)  f(x) = 3ημ2x, 	 π0,
2

 
  
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iii)  f x
x x

x x x
( )

,

,
=

+ ≤ −

− > −







2 2 1

13 ,  

[-3, 2]

3.  �Αν α < β, να αποδείξετε ότι οι 
συναρτήσεις f(x) = ex και 
g(x) = lnx ικανοποιούν τις υπο-
θέσεις του Θ.Μ.Τ. στο διάστημα 
[α, β] και στη συνέχεια ότι:

β α
α βe ee e και

β α
−

< <
−

1 lnβ lnα 1
β β α α

−
< <

−
β α

α βe ee e και
β α

−
< <

−
1 lnβ lnα 1
β β α α

−
< <

−
.

Για τη συνάρτηση g(x) = lnx 
υποθέτουμε επιπλέον ότι 
0 < α < β.
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Β΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Δίνεται η συνάρτηση f(x) = x4 - 

- 20x3 - 25x2 - x + 1
 

i)  �Να αποδείξετε ότι η εξίσω-
ση f(x) = 0 έχει μια, τουλά-
χιστον, ρίζα στο διάστημα 
(-1,0) και μια, τουλάχιστον, 
στο διάστημα (0,1).

ii)  �Να αποδείξετε ότι η εξίσω-
ση 4x3- 60x2- 50x - 1 = 0 
έχει μια, τουλάχιστον, ρίζα 
στο διάστημα (-1,1).

2.  �Δίνεται η συνάρτηση 
f(x) = (x - 1)ημx. Να αποδείξετε 
ότι:
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i)  Η εξίσωση f′(x) = 0 έχει μια, 
      τουλάχιστον, ρίζα στο ανοι- 
     κτό διάστημα (0,1).

ii)  Η εξίσωση εφx = 1 -  x έχει 
μια, τουλάχιστον, ρίζα στο 
ανοικτό διάστημα (0,1).

3.  � i)  �Δίνεται μια συνάρτηση f 
με ′′ ≠≠f x( ) 1 για κάθε x ∈R. 
Να αποδείξετε ότι η εξίσω-
ση f(x) = x έχει το πολύ μια 
πραγματική ρίζα.

ii)  �Να αποδείξετε ότι η εξίσωση 
xημ x
2

=  αληθεύει μόνο για 

x = 0.
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4.   i)  �Να αποδείξετε ότι x
x1

1
22+

≤| | , 
για κάθε x ∈R.

ii)  �Aν f είναι μία συνάρτηση 
παραγωγίσιμη στο x ∈R, με 
′′ =

+
f x x

x
( )

1 2 , να αποδείξετε 

ότι για όλα τα α,β∈R ισχύει:
1| f(β) f(α) | | β α |
2

− ≤ − .

5.  �Έστω μια συνάρτηση f η οποία 
είναι συνεχής στο [0, 4] και 
ισχύει 2 5≤≤ ′′ ≤≤f x( )  για κάθε 
x ∈ ( , )0 4 . Αν f(0) = 1, να αποδεί-
ξετε ότι 9 f(4) 21≤ ≤ .

6.  �Έστω μια συνάρτηση f η οποία 
είναι συνεχής στο [–1,1] και 
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ισχύει ′′ ≤f x( ) 1 για κάθε x ∈ −( , )1 1 . 
Αν f(-1) = - 1 και f(1) = 1, να 
αποδείξετε ότι f(0) = 0, εφαρμό-
ζοντας το Θ.Μ.Τ. για την f σε κα-
θένα από τα διαστήματα [-1,0] 
και [0,1].

7.  �Να αποδείξετε με το θεώρημα 
του Rolle ότι οι γραφικές παρα-
στάσεις των συναρτήσεων

f(x) = 2x και g(x) = - x2 + 2x + 1
έχουν ακριβώς δυο κοινά ση-
μεία τα Α(0,1), Β(1,2).
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2.6 ΣΥΝΕΠΕΙΕΣ ΤΟΥ 					   
	 ΘΕΩΡΗΜΑΤΟΣ ΤHΣ 				  
	 ΜΕΣΗΣ ΤΙΜΗΣ

Το Θεώρημα Μέσης Τιμής του δι-
αφορικού λογισμού θεωρείται μία 
από τις σπουδαιότερες προτάσεις 
της ανάλυσης, αφού με τη βοήθειά 
του αποδεικνύονται πολλά άλλα θε-
ωρήματα. Θα χρησιμοποιήσουμε 
τώρα το Θ.Μ.Τ. για να αποδείξουμε 
τα επόμενα δύο βασικά θεωρήματα.

ΘΕΩΡΗΜΑ

Έστω μια συνάρτηση f ορισμένη 
σε ένα διάστημα Δ. Αν

● η f είναι συνεχής στο Δ και
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● f′(x) = 0 για κάθε εσωτερι-
κό σημείο x του Δ,

τότε η  f  είναι σταθερή σε όλο το 
διάστημα Δ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Αρκεί να αποδείξουμε ότι για οποια-
δήποτε 1 2x ,x Δ∈  ισχύει  f(x1) = f(x2). 
Πράγματι

● Αν x1 = x2, τότε προφανώς 
f(x1) = f(x2).

● Αν x1 < x2, τότε στο διάστημα 
[x1, x2] η f ικανοποιεί τις υποθέ-
σεις του θεωρήματος μέσης τιμής. 
Επομένως, υπάρχει 1 2ξ (x ,x )∈  τέ-
τοιο, ώστε
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2 1

2 1

f(x ) f(x )
f (ξ)                        .

x x
−

′ =
−

           (1)

Επειδή το ξ είναι εσωτερικό σημείο 
του Δ, ισχύει f′(ξ) = 0, οπότε, λόγω 
της (1), είναι f(x1) = f(x2). Αν x2 < x1, 
τότε ομοίως αποδεικνύεται ότι f(x1) = 
= f(x2). Σε όλες, λοιπόν, τις περι-
πτώσεις είναι f(x1) = f(x2).   ■

ΠΟΡΙΣΜΑ

Έστω δυο συναρτήσεις  f, g ορι-
σμένες σε ένα διάστημα Δ. Αν

● οι  f, g είναι συνεχείς στο 
Δ και
● f′(x) = g′(x) για κάθε εσω-
τερικό σημείο x του Δ, τότε 
υπάρχει σταθερά c τέτοια, 
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ώστε για κάθε x Δ∈  να 
ισχύει:

f(x) = g(x) + c

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

Η συνάρτηση f - g είναι συνεχής 
στο Δ και για κάθε εσωτερικό ση-
μείο x Δ∈  ισχύει

(f - g)′(x) = f′(x) - g′(x) = 0.

y

Ο x

y = g(x)+c

y = g(x)

22
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Επομένως, σύμφωνα με το παρα-
πάνω θεώρημα, η συνάρτηση  f - g 
είναι σταθερή στο Δ. Άρα, υπάρχει 
σταθερά C τέτοια, ώστε για κάθε 
x Δ∈  να ισχύει f(x) - g(x) = c, οπότε 
f(x) = g(x) + c.   ■

ΣΧΟΛΙΟ

Το παραπάνω θεώρημα καθώς και 
το πόρισμά του ισχύουν σε διάστη-
μα και όχι σε ένωση διαστημάτων.
Για παράδειγμα, έστω η συνάρτηση

f x
x
x

( )
,
,

=
− <

<




1 0
1 0

.

Παρατηρούμε ότι, αν και f′(x) = 0 
για κάθε x ∈ − ∞ ∪∪ +∞(  , ) ( , )0 0 , εντού-
τοις η f δεν είναι σταθερή στο 
( , ) ( , )− ∞ ∪ + ∞0 0 .
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ΕΦΑΡΜΟΓΗ
Δίνεται μία συνάρτηση f για την 
οποία ισχύει

f′(x) = f(x) για κάθε x ∈R      (1)
 
i) Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση 

x
f(x)φ(x)
e

=  είναι σταθερή και

ii) Να βρεθεί ο τύπος της f, αν δί-
νεται επιπλέον ότι f(0) = 1.

ΛΥΣΗ
i) Για κάθε x ∈R έχουμε:

x x (1)

x x x2
f(x) f (x)e f(x)e f (x) f(x)
e (e ) e

′ ′− − 
 
 
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x x (1)

x x x2
f(x) f (x)e f(x)e f (x) f(x)
e (e ) e

′ ′− − 
 
 

Επομένως, η φ είναι σταθερή στο 
x ∈R.

ii) �Επειδή η φ είναι σταθερή, υπάρ-
χει c ∈R τέτοιο, ώστε φ(x) = c για 

κάθε x ∈R ή, ισοδύναμα, f x
e

cx
( )

=  
για κάθε x ∈R. Επομένως

f(x) = cex για κάθε x ∈R.

Επειδή  f(0) = 1, έχουμε 1 = c, 
οπότε

f(x) = ex για κάθε x ∈R.
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Μονοτονία συνάρτησης
Έστω η συνάρτηση f(x) = x2. 
Παρατηρούμε ότι στο διάστημα 
( , )− ∞ 0 , στο οποίο η f είναι γνησίως 
φθίνουσα, ισχύει f′(x) = 2x < 0, ενώ 
στο διάστημα ( , )0 +∞ , στο οποίο η f 
είναι γνησίως αύξουσα, ισχύει 
f′(x) = 2x > 0. 

23

24

2y x=

f (x) 0′ < f (x) 0′ <

y

Ο x

y x=

y

Ο x

Βλέπουμε, δηλαδή, ότι υπάρχει μια 
σχέση ανάμεσα στη μονοτονία και 
στο πρόσημο της παραγώγου της 
συνάρτησης. Συγκεκριμένα ισχύει:
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ΘΕΩΡΗΜΑ

Έστω μια συνάρτηση f, η οποία 
είναι συνεχής σε ένα διάστημα Δ.

● Αν f′(x) > 0 σε κάθε εσωτερικό 
σημείο x του Δ, τότε η f είναι γνη-
σίως αύξουσα σε όλο το Δ.

● Αν f′(x) < 0 σε κάθε εσωτερικό 
σημείο x του Δ, τότε η f είναι γνη-
σίως φθίνουσα σε όλο το Δ.

ΑΠΟΔΕΙΞΗ

● Αποδεικνύουμε το θεώρημα στην 
περίπτωση που είναι f′(x) > 0.
Έστω 1 2x ,x Δ∈  με x1 < x2. Θα δεί-
ξουμε ότι  f(x1) <  f(x2). Πράγματι, στο 
διάστημα [x1, x2] η f ικανοποιεί τις 
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προϋποθέσεις του Θ.Μ.Τ. Επομένως, 
υπάρχει 1 2ξ (x ,x )∈  τέτοιο, ώστε

2 1

2 1

f(x ) f(x )f (ξ)
x x

−′ =
−

, οπότε έχουμε

f(x2) - f(x1) = f′(ξ)(x2 - x1) 

Επειδή  f′(ξ) > 0 και x2 - x1 > 0, έχου-
με f(x2) - f(x1) > 0, οπότε  f(x1) < f(x2).

● Στην περίπτωση που είναι f′(x) < 0 
εργαζόμαστε αναλόγως.   ■
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Για παράδειγμα:
— η συνάρτηση f x x( ) == , είναι γνη-
σίως αύξουσα στο [ , )0 + ∞ , αφού εί-
ναι συνεχής στο [ , )0 + ∞  και ισχύει 

′′ = >f x
x

( ) 1
2

0 για κάθε x ∈ + ∞( , )0 .

23

24

2y x=

f (x) 0′ < f (x) 0′ <

y

Ο x

y x=

y

Ο x
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— η συνάρτηση f(x) = x2 - 2x είναι 
γνησίως αύξουσα στο [ , )1 +∞ , αφού 
είναι συνεχής στο [ , )1 +∞  και 
f′(x) = 2(x - 1) > 0 για κάθε x ∈ + ∞( , ),1  
ενώ είναι γνησίως φθίνουσα στο 
( , ]− ∞ 1 , αφού είναι συνεχής στο
( , ]− ∞ 1  και f′(x) = 2(x - 1) < 0 για κάθε 
x ∈ − ∞( , )1 .

y

Ο 2 x
1

25

26

27

2y x 2x= −

y

Ο x

y

Ο x

1y
x

=

3y x=
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— η συνάρτηση f x
x

( ) =
1 είναι γνη-

σίως φθίνουσα σε καθένα από τα 
διαστήματα ( , )− ∞ 0  και ( , )0 + ∞ , αφού 

′′ = − <f x
x

( ) 1 02  για κάθε x ∈ − ∞( , )0  

και για κάθε x ∈ + ∞( , )0 .

y

Ο 2 x
1

25

26

27

2y x 2x= −

y

Ο x

y

Ο x

1y
x

=

3y x=
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ΣΧΟΛΙΟ

Το αντίστροφο του παραπάνω θε-
ωρήματος δεν ισχύει. Δηλαδή, αν η 
f είναι γνησίως αύξουσα (αντιστοί-
χως γνησίως φθίνουσα) στο Δ, η 
παράγωγός της δεν είναι υποχρε-
ωτικά θετική (αντιστοίχως αρνητι-
κή) στο εσωτερικό του Δ.
Για παράδειγμα, η συνάρτηση 
f(x) = x3, αν και είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο x ∈R, εντούτοις έχει παρά-
γωγο f′(x) = 3x2 η οποία δεν είναι 
θετική σε όλο το x ∈R, αφού f′(0) = 0. 
Ισχύει όμως ′′ ≥f x( ) 0 για κάθε x ∈R.
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y

Ο 2 x
1

25

26

27

2y x 2x= −

y

Ο x

y

Ο x

1y
x

=

3y x=

ΕΦΑΡΜΟΓΕΣ
1. Nα βρεθούν τα διαστήματα στα 
οποία η συνάρτηση f(x) = 2x3 - 
- 3x2 + 1 είναι γνησίως αύξουσα, 
γνησίως φθίνουσα.

ΛΥΣΗ

Η συνάρτηση f είναι παραγωγίσι-
μη με f′(x) = 6x2 - 6x = 6x(x - 1). Το 
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πρόσημο της f′ δίνεται στον παρα-
κάτω πίνακα

x 0 1
0+ − +0

−∞ +∞
f (x)′

Επομένως, η συνάρτηση f:
— είναι γνησίως αύξουσα στο ( , ,]− ∞ 0  
αφού είναι συνεχής στο ( , ,]− ∞ 0  και 
ισχύει f′(x) > 0 στο ( , ,)− ∞ 0 .

— είναι γνησίως φθίνουσα στο 
[0,1], αφού είναι συνεχής στο [0,1] 
και ισχύει f′(x) < 0 στο (0,1).

— είναι γνησίως αύξουσα στο 
[ , )1 + ∞ , αφού είναι συνεχής στο 
[ , )1 + ∞  και ισχύει f′(x) > 0 στο ( , )1 + ∞ . 
Το πρόσημο της f′ και το είδος 
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μονοτονίας της f στα διαστήματα 
( , ,]− ∞ 0 [0,1] και [ , )1 + ∞  συγκεντρώ-
νονται συνοπτικά στον παρακάτω 
πίνακα:

f(0)

f(1)

0 1
0+ − +0

−∞ +∞
f (x)′

x

f (x)

2. �i) �Να αποδειχτεί ότι η συνάρτηση 
f′(x) = x - συνx - 2, x [0,π]∈  
είναι γνησίως αύξουσα και να 
βρείτε το σύνολο τιμών της.

ii) Να αποδειχτεί ότι η εξίσωση 
συνx = x - 2 έχει ακριβώς μια 
λύση στο [0, π].
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ΑΠΟΔΕΙΞΗ
 i) Είναι

f′(x) = (x - συνx - 2)′= 1 + ημx > 0, 
για κάθε [0, π].

Επομένως, η f είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο [0, π]. Επειδή η f είναι 
συνεχής και γνησίως αύξουσα, 
σύμφωνα με την παράγραφο 1.8, 
το σύνολο τιμών της είναι το διά-
στημα [f(0),f(π)] = [-3, π - 1].

ii) Έχουμε:

συνx x 2 x συνx 2 0= − ⇔ − − = ,
f(x) 0⇔ = , x [0,π]∈ .

Επειδή το σύνολο τιμών της f είναι 
το διάστημα [-3,π-1], που περιέχει 
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το 0, θα υπάρχει ένα τουλάχιστον 
0x (0,π)∈ , τέτοιο ώστε f(x0) = 0. 

Επειδή επιπλέον η f είναι γνησίως 
αύξουσα στο [0, π], η x0 είναι μονα-
δική ρίζα της f(x) = 0 στο διάστημα 
αυτό. Η ρίζα αυτή, όπως φαίνεται 
και στο σχήμα 28, είναι η τετμημένη 
του σημείου τομής της y = x - 2 και 
της y = συνx.

y

y = συνx y = x − 2

Ο

1

2 x
π

−2

28

π
2

0
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ

Α΄ ΟΜΑΔΑΣ
1.  �Αν για τις συναρτήσεις f, g 

ισχύουν:

f′(x) = g(x) και g′(x) = - f(x) 
για κάθε x ∈R,

να αποδείξετε ότι η συνάρτηση 
φ(x) = [f(x)]2 + [g(x)]2 είναι στα-
θερή.

2.  �Να βρείτε τα διαστήματα μονο-
τονίας των συναρτήσεων:
  i)  f(x) = x3 + 3x - 4 		     

ii)  f(x) = 2x3 - 3x2 - 12x
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iii)  f x x
x

( ) =
+2 1

3.  �Ομοίως των συναρτήσεων:
  

i) f x x x
x x

( ) ,
,

= − ≤
+ >





4 1
2 1

2
 

ii) f x x( ) | |= −2 1

4.  �Ομοίως των συναρτήσεων:

  i) f x x
ex( ) =  	  ii) f(x) = lnx - x	

iii) f(x) ημx | ημx |= + , x [0,2π]∈ .

5.  �Δίνονται οι συναρτήσεις 
f(x) = x5 + 5x - 6 και 
g x x x( ) = + −2 3.
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  i) Να αποδείξετε ότι oι f, g εί-
ναι γνησίως αύξουσες.

 
ii) Να βρείτε το σύνολο τιμών 

τους.

iii) Να αποδείξετε ότι οι εξισώ-
σεις:

x5 + 5x - 6 = 0 και 2 3 0x x+ − =

έχουν ακριβώς μία ρίζα την 
x = 1.

6.  �Να αποδείξετε ότι:

  i) H συνάρτηση  f(x) = ex - 1 + 
+ ln(x + 1) είναι γνησίως αύ-
ξουσα.
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ii) Η εξίσωση ex = 1 - ln(x + 1)  
έχει ακριβώς μία λύση την 
x = 0.

Β΄ ΟΜΑΔΑΣ

1.  �Αν για μία συνάρτηση f που εί-
ναι ορισμένη σ’ όλο το x ∈R ισχύει

| ( ) ( ) | ( )f x f y x y− ≤ − 2 για όλα τα 
x y, ∈R,

να αποδείξετε ότι η f είναι στα-
θερή.

2.    i)  �Να αποδείξετε ότι η συνάρ-
τηση f(x) = x3 - 3x + α 
είναι γνησίως φθίνουσα 
στο διάστημα [-1,1].
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ii)  Να βρείτε το σύνολο τιμών 
της f στο διάστημα [-1,1].

iii)  �Αν - 2 < α < 2, να αποδείξετε 
ότι η εξίσωση x3 - 3x + α = 
= 0 έχει ακριβώς μία λύση 
στο διάστημα (-1,1).

3.  �Η θέση ενός κινητού πάνω σε 
έναν άξονα τη χρονική στιγμή t 
δίνεται από τη συνάρτηση:

x = S(t) = t4 - 8t3 +18t2 - 16t + 
+160, 0 t 5≤ ≤ .

Να βρείτε την ταχύτητα και την 
επιτάχυνση του κινητού και 
στη συνέχεια να απαντήσετε 
στα ακόλουθα ερωτήματα:
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  i)  �Πότε το κινητό έχει ταχύτη-
τα μηδέν; 

 
ii)  �Πότε το κινητό κινείται 

προς τα δεξιά και πότε 
προς τα αριστερά;

iii)  �Πότε η ταχύτητα του κινη-
τού αυξάνεται και πότε μει-
ώνεται;

4.  �Η τιμή V (σε ευρώ) ενός προ-
ϊόντος, t μήνες μετά την πα-
ραγωγή του, δίνεται από τον 
τύπο

V t
t

= −
+

50 25
2

2

2( )
.
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Να αποδείξετε ότι το προϊόν 
συνεχώς υποτιμάται χωρίς, 
όμως, η τιμή του να μπορεί να 
γίνει μικρότερη από το μισό 
της αρχικής τιμής του.

5.  �Να αποδείξετε ότι:

i) Η συνάρτηση f x x x
x

( ) =
−

−

3

2
9
1

 

είναι γνησίως αύξουσα σε 
καθένα από τα διαστήματα 
του πεδίου ορισμού της και 
να βρείτε το σύνολο των τι-
μών της f σε καθένα από τα 
διαστήματα αυτά.

 
ii) H εξίσωση x3 - αx2 - 9x + α = 

= 0 είναι ισοδύναμη με την 
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f(x) = α και στη συνέχεια ότι 
έχει τρεις πραγματικές ρίζες 
για κάθε α∈R.

6.  �Να βρείτε τις τιμές του α∈R* 
για τις οποίες η συνάρτηση  
f(x) = αx3 + 3x2 + x + 1 είναι 
γνησίως αύξουσα στο x ∈R.

7.  �Να αποδείξετε οτι: 
i)  �H συνάρτηση f(x) = ημx - 

- xσυνx είναι γνησίως αύ-
ξουσα στο κλειστό διάστη-

μα π0,
2

 
  

.
 

  ii)  �ημx - xσυνx > 0, για κάθε 
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πx 0,
2

 ∈  
 

.

iii)  �H συνάρτηση ημxf(x)
x

=  εί-
ναι γνησίως φθίνουσα στο 

ανοικτό διάστημα πx 0,
2

 ∈  
 

.

8.  �Να αποδείξετε ότι:
 

i)  �H συνάρτηση f(x) = 2ημx + 

+ εφx - 3x, πx 0,
2

 ∈  
 είναι 

γνησίως αύξουσα.	

ii)  �2ημx εφx 3x+ ≥ , για κάθε  
πx 0,
2

 ∈  
.

2.1
2.2

2.3
2.4
2.5

2.6
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Βάσει του ν. 3966/2011 τα διδακτικά 
βιβλία του Δημοτικού, του Γυμνασίου, 
του Λυκείου, των ΕΠΑ.Λ. και των 
ΕΠΑ.Σ. τυπώνονται από το ΙΤΥΕ - 
ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ και διανέμονται δωρεάν 
στα Δημόσια Σχολεία. Τα βιβλία μπορεί 
να διατίθενται προς πώληση, όταν 
φέρουν στη δεξιά κάτω γωνία του 
εμπροσθόφυλλου ένδειξη «ΔIΑΤΙΘΕΤΑΙ 
ΜΕ ΤΙΜΗ ΠΩΛΗΣΗΣ». Κάθε αντίτυπο 
που διατίθεται προς πώληση και δεν 
φέρει την παραπάνω ένδειξη θεωρείται 
κλεψίτυπο και ο παραβάτης διώκεται 
σύμφωνα με τις διατάξεις του άρθρου 7 
του νόμου 1129 της 15/21 Μαρτίου 1946 
(ΦΕΚ 1946,108, Α').

Απαγορεύεται η αναπαραγωγή οποιου-
δήποτε τμήματος αυτού του βιβλί-
ου, που καλύπτεται από δικαιώματα  
(copyright), ή η χρήση του σε οποια-
δήποτε μορφή, χωρίς τη γραπτή άδεια 
του Υπουργείου Παιδείας, Έρευνας και 
Θρησκευμάτων / IΤΥΕ - ΔΙΟΦΑΝΤΟΣ.


